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Geleitwort

Ulrich Böhm hat nach seinem ersten Staatsexamen in Mathematik und Sport

für das gymnasiale Lehramt seit 2007 als Assistent in der AG Fachdidak-

tik sehr erfolgreich am Fachbereich Mathematik der Technischen Universi-

tät Darmstadt gearbeitet und nun mit einer anspruchsvollen theoretischen

Grundlagenarbeit zur Didaktik der Mathematik promoviert. Die hier vorliegen-

de Arbeit greift das für den Mathematikunterricht der Sekundarstufe I norma-

tiv gesetzte und zunächst nicht weiter ausdifferenzierte, eher grundsätzliche

Ziel des Erwerbs von Modellierungskompetenz auf und fragt danach, auf der

Grundlage welcher Vorstellungen von kognitiven Prozessen des mathemati-

schen Modellierens schließlich didaktische Konzepte entwickelt werden kön-

nen, um langfristig (und nachhaltig) Modellierungskompetenz auszubilden.

Ulrich Böhm arbeitet als grundlegendes theoretisches Defizit für die Imple-

mentierung der Bildungsstandards fehlende theoretisch fundierte Kompetenz-

entwicklungsmodelle heraus. Hier setzt seine Arbeit mit einem tätigkeitstheo-

retischen Ansatz an. Die zur Förderung von Modellierungskompetenz durch-

aus reichhaltige Literatur sowie empirische Studien werden gleich zu Beginn

der Arbeit vor dem Hintergrund der Frage nach einem fundierten Kompeten-

zentwicklungsmodell eingeordnet. Tatsächlich muss der aktuelle Erkenntnis-

stand zum mathematischen Modellieren in der Schule trotz vielfältiger Bemü-

hungen um geeignete Aufgaben und um das Verständnis und Beobachten von

Herangehensweisen von Lernenden beim Modellieren als eher phänomeno-

logisch eingeordnet werden. In einigen Bereichen gibt es bereits Klassifikatio-

nen, z.B. zu verschiedenen Arten des Modellierens und zu entsprechenden

Aufgaben. Das sind wichtige Voraussetzungen für den nächsten, jetzt anste-

henden Schritt zur Theoriebildung, über die Aufklärung der Kompetenzstruktur

zu möglichen Kompetenzentwicklungsmodellen im mathematischen Modellie-

ren zu gelangen.

Ulrich Böhm hat sich dafür entschieden, Grundlagen bereitzustellen, die ge-

eignet sind, curriculare Zielvorstellungen zum mathematischen Modellieren in

der Sekundarstufe I zu begründen. Die gewählte Zielstellung für die Arbeit

ist schulpraktisch und fachdidaktisch hoch relevant, um Bestrebungen zur Im-
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plementierung der Bildungsstandards überhaupt ausreichend theoretisch zu

fundieren. Die Arbeit berücksichtigt den aktuellen Erkenntnisstand, da es zu-

nächst darauf ankommt, die beim Modellieren wünschenswerten und die real

ablaufenden kognitiven Prozesse schlüssig beschreiben zu können.

Mit Hilfe des entwickelten Theorierahmens zur Analyse von Modellierungs-

aktivitäten ist eine differenzierte modellhafte Beschreibung der Handlungs-

elemente beim mathematischen Modellieren möglich. Dabei gelingt auch das

Einbeziehen und Aufklären von Problemlöseaktivitäten beim Modellieren, was

einen deutlichen Erkenntnisfortschritt darstellt. So werden auch unterschied-

liche Bearbeitungsniveaus von Schülerinnen und Schülern beschreibbar. Die

Verknüpfung des entwickelten Theorierahmens mit dem Grundvorstellungs-

konzept führt bei anspruchsvolleren Mathematisierungen zu der wertvollen Er-

kenntnis, dass die Distanz zwischen Realsituation und einem passenden ma-

thematischen Modell überwunden bzw. eine solche Passung hergestellt wer-

den muss. Damit wird ein potenziell stufenbildendes Unterscheidungsmerkmal

für mathematische Modellierungen generiert.

Ulrich Böhm hat mit seiner Arbeit einen wesentlichen Beitrag dazu gelei-

stet, dass auch Kompetenzstufenmodelle künftig nicht mehr rein empirische

Konstrukte bleiben müssen, sondern eine theoretische Dimension für sich in

Anspruch nehmen können. Ohne elaborierte Vorstellungen über schwierig-

keitsgenerierende Faktoren und kognitive Anforderungen in Aufgaben sind

auch Lernentwicklungsprozesse nicht beschreibbar. Hierfür bietet die Arbeit

einige wertvolle Ideen wiederum aus dem Tätigkeitskonzept, jetzt aber in Ver-

bindung mit dem Grundvorstellungskonzept und schließlich mit dem spielge-

mäßen Konzept für die unterrichtliche Umsetzung.

Möge diese Arbeit Theoriebildungsprozesse und entsprechende konstruk-

tive Diskussionen dazu in der Didaktik der Mathematik wieder beleben und

auch voranbringen!

Regina Bruder
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1 Einleitung

Now what would a curriculum look like? (. . . ) If I were at

your wonderful meeting in Dortmund, I would be listening

for ideas, no, I would be pestering you for ideas.

(Pollak, 2007, S. 120)

1.1 Ausgangssituation

Anwendungs- und Realitätsbezüge haben im Mathematikunterricht und in der

Mathematikdidaktik eine lange Tradition. Greefrath (2010, S. 23f) verweist auf

Sachaufgaben im Rechenbuch von Adam Ries aus dem 16. Jahrhundert. Eine

Darstellung nationaler und internationaler Entwicklungen in der didaktischen

Diskussion über Anwendungs- und Realitätsbezüge seit Ende des 19. Jahr-

hunderts findet man bei Kaiser-Meßmer (1986). Mit dem Begriff mathema-

tisches Modellieren, der erst seit einigen Jahren in der deutschsprachigen

didaktischen Diskussion gebräuchlich ist (vgl. Blum, 2007, S. 3), wird diese

Diskussion über Anwendungs- und Realitätsbezüge fortgesetzt (vgl. Kaiser &

Sriraman, 2006; Borromeo Ferri & Kaiser, 2008).

Seit der Einführung der KMK-Bildungsstandards Mathematik für den mitt-

leren Schulabschluss gehört das mathematische Modellieren zu den allge-

meinen mathematischen Kompetenzen (vgl. Kultusministerkonferenz [KMK],

2004, S. 7f). Diese Kompetenzen sollen im Lauf der Sekundarstufe I systema-

tisch und kumulativ erworben werden (vgl. KMK, 2004, S. 3). Mit den KMK-

Bildungsstandards ist der Anspruch zur Bereitstellung einer Orientierungs-

funktion verbunden. Nach Klieme et al. (2003, S. 71) sollen Standards und

Kompetenzmodelle „Modellvorstellungen über den Erwerb von Kompetenzen“

bereitstellen und „Wege zum Wissen und Können“ aufzeigen.

Die folgende Ausgangsthese für diese Arbeit benennt jedoch Zweifel, ob

die geforderte Orientierung für einen systematischen und kumulativen Kompe-

tenzaufbau zur Zeit eingelöst wird:

Ausgangsthese: Gegenwärtig wird die geforderte Orientierung für einen sys-

tematischen und kumulativen Aufbau der Kompetenz mathematisch Mo-

U. Böhm, Modellierungskompetenzen langfristig und kumulativ fördern, Perspektiven 
der Mathematikdidaktik, DOI 10.1007/978-3-658-01821-4_1, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013



2 1 Einleitung

dellieren innerhalb der Sekundarstufe I nicht eingelöst. Dies liegt an un-

zureichenden Kenntnissen über die langfristige Entwicklung von Model-

lierungskompetenzen und an unzureichenden Modellvorstellungen über

den kognitiven Prozess des mathematischen Modellierens.

Dass die geforderte Orientierung für einen langfristigen, systematischen

und kumulativen Aufbau von Modellierungskompetenzen aktuell nicht ein-

gelöst wird, lässt sich exemplarisch am neuen hessischen Kerncurriculum

(Hessisches Kultusministerium, 2011) belegen. Dort werden zwar für die Klas-

senstufen 6 und 8 sowie für das Ende der Sekundarstufe I lernzeitbezoge-

ne Kompetenzerwartungen formuliert, in den Formulierungen dieser Kompe-

tenzerwartungen ist jedoch keine substanzielle Progression für das mathe-

matische Modellieren erkennbar. Somit bietet das hessische Kerncurriculum

keine Orientierung zur Realisierung eines langfristigen, systematischen und

kumulativen Aufbaus von Modellierungskompetenzen innerhalb der Sekundar-

stufe I.

Im Folgenden werden unzureichende Kenntnisse über die Kompetenzent-

wicklung als mögliche Ursache diskutiert, um die Ausgangsthese zu erhärten.

So benennt etwa Reiss (2009) ein zentrales Defizit, das sie als vorrangiges

Desiderat bezeichnet:

Noch immer wissen wir viel zu wenig über die Entwicklungsprozesse mathemati-

scher Kompetenz. Es ist daher von wesentlicher Bedeutung, gezielt an entspre-

chenden Kompetenzstruktur- und Kompetenzentwicklungsmodellen zu arbeiten.

Die bereits vorliegenden Studien sind ein wichtiger, aber keinesfalls ein ausrei-

chender Schritt (Reiss, 2009, S. 200).

Dass diese Problemlage auch für die Entwicklung und Förderung von

Modellierungskompetenzen gültig ist, lässt sich durch Pollak (2007) bele-

gen, wenn er mit Blick auf die Förderung von Modellierungskompetenzen im

Rahmen eines Konferenzbeitrags zum mathematischen Modellieren schreibt:

„Now what would a curriculum look like? (. . . ) If I were at your wonderful mee-

ting in Dortmund, I would be listening for ideas, no, I would be pestering you

for ideas“ (Pollak, 2007, S. 120).

Insbesondere für die Kompetenz mathematisch Modellieren kann mit Blick

auf die theoretischen Grundlagen des Kompetenzmodells der Bildungsstan-

dards im Fach Mathematik eine mögliche Ursache für dieses Defizit gefun-

den werden. Das Kompetenzmodell der Bildungsstandards für den mittleren

Schulabschluss im Fach Mathematik stützt sich auf drei Modelle. Diese sind
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1. die Principles and Standards (National Council of Teachers of Mathema-

tics [NCTM], 2000), 2. das PISA-Rahmenkonzept Mathematik (OECD, 2003b),

und 3. das Konzept mathematischer Kompetenz aus dem dänischen KOM-

Projekt (Niss, 2003a) (vgl. Ehmke, Leiß, Blum & Prenzel, 2006, S. 223; Blum,

2006a, S. 19f; Blum, o.J., S. 1). Hinterfragt man den Zweck dieser verschiede-

nen Modelle, wird deutlich, dass nur die Principles and Standards die Realisie-

rung einer systematischen Förderung über mehrere Jahrgangsstufen hinweg

zum Ziel hat (vgl. NCTM, 2000, S. 6f; Engel, 2000, S. 72). Allerdings sucht

man in den Principles and Standards vergeblich nach dem mathematischen

Modellieren. Somit können die Principles and Standards nicht herangezogen

werden, um die geforderte Orientierungsfunktion für das mathematische Mo-

dellieren einzulösen.

Das mathematische Modellieren findet sich als Kompetenz im PISA-

Framework (vgl. OECD, 2003b, S. 26) und im Rahmen des KOM-Projekts (vgl.

Niss, 2003b, S. 218f) wieder. Die hier verwendeten Modelle haben jedoch ei-

gene Ziele und Zwecke, die nicht unmittelbar auf eine Konkretisierung einer

langfristigen und kumulativen Kompetenzentwicklung abzielen.

Das Konzept, das im KOM-Projekt entwickelt wurde, soll ein Vokabular be-

reitstellen und Inspirationen liefern, um die Frage mathematischer Bildung

auf der Grundlage mathematischer Aktivitäten und übergreifenden mathema-

tischen Ideen auf allen Stufen im Bildungssystem diskutieren zu können. Das

KOM-Projekt stellt also keine curriculare Umsetzung dar, es ist vielmehr eine

theoretische Grundlage, die zentrale Aspekte mathematischer Literalität be-

schreibt (vgl. Niss, 2003a; Niss, 2003b, S. 7-9). Niss (2003a, S. 12) nennt zwei

Zielrichtungen für den Gebrauch der Kompetenzen: zum einen den normati-

ven Zweck, indem beschrieben wird, was mathematische Bildung auszeich-

net, jedoch curricular noch spezifiziert werden muss, zum anderen einen de-

skriptiven Zweck, um Lernprozesse und Lernergebnisse, mathematische Cur-

ricula und Konzepte mathematischer Bildung beschreiben und vergleichen zu

können. Anhand des Konzeptes aus dem KOM-Projekt lässt sich somit zwar

eine Vision für Ziele mathematischer Bildung ableiten, eine Realisierung, etwa

in Form von Curricula, ist jedoch nicht Gegenstand des Projektes.

In Rahmen von PISA soll gemessen werden, ob es Lernenden gelingt, das

im Mathematikunterricht Gelernte im täglichen Leben anwenden zu können.

Das Verfügen über solche Fähigkeiten und Fertigkeiten wird dann im Rahmen

von PISA als „mathematical literacy“ bezeichnet (vgl. OECD, 2003b, S. 24).

Im mathematics framework zur Erfassung der mathematical literacy spielt das

mathematische Modellieren (mathematising), das durch ein Kreislaufschema
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beschrieben wird, eine zentrale Rolle (vgl. OECD, 2003b, S. 26; Blum, Neu-

brand et al., 2004, S. 48). Für das Rahmenkonzept von PISA stellen Klieme et

al. (2003, S. 77) jedoch fest:

Die Kompetenzstufen-Modelle von TIMSS und PISA sind beispielsweise dezidiert

nicht als Entwicklungsmodelle gedacht, sondern als Beschreibung von Niveaustu-

fen der mathematischen Kompetenz innerhalb der untersuchten Schülerpopulati-

on.

Auch Brand, Hofmeister und Tramm (2005, S. 5) sind der Auffassung,

dass empirisch gewonnene Kompetenzstufen nicht mit Entwicklungsmodellen

gleichzusetzen sind, „denn aus der Tatsache der Abstufung ergibt sich weder

zwingend, dass der individuelle Entwicklungsprozess der Abfolge dieser Ni-

veaustufen folgt, noch, dass es didaktisch geboten wäre, Sequenzen entlang

dieser Stufung zu konzipieren.“

Eine zweite Ursache, die einer erfolgreichen Umsetzung der Orientierungs-

funktion für das mathematische Modellieren im Wege steht, ist die aktuell un-

zureichende Kenntnislage über kognitive Aspekte des mathematischen Mo-

dellierens. So liegt dem Beitrag von Niss (2010) ebenfalls das Motiv zugrun-

de, den kognitiven Prozess beim mathematischen Modellieren und insbeson-

dere den Prozess zur Erarbeitung eines mathematischen Modells besser zu

beschreiben, um auf Grundlage solcher Modellvorstellungen Konsequenzen

für den Erwerb und die Vermittlung von Modellierungskompetenzen ziehen zu

können.

Zwar gibt es inzwischen verschiedene Studien und Beiträge, die das mathe-

matische Modellieren aus kognitiver Perspektive studieren, jedoch liegt bis-

lang keine umfassende Modellvorstellung über den kognitiven Prozess vor.

So werden in den Arbeiten wichtige Aspekte benannt und relevante Phäno-

mene beschrieben, eine Integration der Erkenntnisse steht jedoch aus. Einen

Überblick über Studien mit einer kognitiven Perspektive zum mathematischen

Modellieren findet man bei Borromeo Ferri (2011, S. 23-40). Für diese Arbei-

ten zentral sind die Studien von Borromeo Ferri (2011), der Beitrag von Niss

(2010), der Beitrag von Lesh und Doerr (2003) und ergänzend die Arbeit von

Treilibs (1979).

Bei Treilibs (1979) liegt der Schwerpunkt der Analyse auf dem Prozess der

Übersetzung der außermathematischen Situation in ein mathematisches Mo-

dell. Diese Handlung nennt er formulation process. Diese Phase hält er für die

schwierigste im Bearbeitungsprozess. Im Rahmen der Studie werden die Be-

arbeitungsprozesse von ungeübten und fortgeschrittenen Lernenden im Mo-

dellieren beobachtet und rekonstruiert (vgl. Treilibs, 1979, S. 3). Als Ergeb-
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nisse der Studie werden interessante Unterschiede zwischen den Bearbei-

tungsprozessen von ungeübten und fortgeschrittenen Lernenden beschrieben

(vgl. Treilibs, 1979, S. 59-68). Einige der von Treilibs (1979) für das Modellbil-

den beobachteten Phänomene lassen sich jedoch anhand der gegenwärtig in

Form von Modellierungskreisläufen verbreiteten Modellvorstellung1 über den

Prozess des mathematischen Modellierens nicht befriedigend erklären.

Auch Borromeo Ferri (2011) analysiert Lösungsprozesse bei der Bearbei-

tung von Modellierungsaufgaben. Beschrieben werden individuelle Modellie-

rungsrouten und Gruppenverläufe bei der Bearbeitung von Modellierungsauf-

gaben. Dabei werden die individuellen Modellierungsrouten mit individuellen

Denkstilen in Beziehung gesetzt. Die beschriebenen Phänomene wie Mini-

kreisläufe und der Bezug zu individuellen Denkstilen ist eine bedeutende und

interessante Erkenntnis, die durchaus auch die vorherrschende Modellvorstel-

lung zum Prozess des mathematischen Modellierens in Frage stellt. Diese Er-

kenntnisse werden von Borromeo Ferri (2011) jedoch nicht genutzt, um die

Modellvorstellungen über den kognitiven Prozess beim mathematischen Mo-

dellieren und insbesondere zum Prozess der Übersetzung der außermathe-

matischen Situation in ein mathematisches Modell neu zu modellieren.

Eine solche „andere“ Modellvorstellung lässt sich bei Lesh und Doerr (2003)

finden. Auf Grundlage ihrer Beobachtungen beschreiben Lesh und Doerr

(2003) den Prozess der Modellbildung als zyklischen und iterativen Prozess,

in dem mit Hilfe verschiedener Repräsentationsformen verschiedene Interpre-

tationen der außermathematischen Situation entwickelt und getestet werden,

bis schließlich ein stabiles System für eine umfassende Interpretation gefun-

den wird.

Es ist sehr interessant, dass in allen genannten Arbeiten ein zyklischer Pro-

zess bei der Bearbeitung von Modellierungsproblemen beobachtet wird (vgl.

Treilibs, 1979, S. 68; Borromeo Ferri, 2011, S. 146; Lesh & Doerr, 2003, S.

17). Doch lediglich Lesh und Doerr (2003) entwickeln eine Modellvorstellung,

mit der dieses Phänomen erklärt werden kann.

1An dieser Stelle wird darauf verzichtet, die konkreten Modellvorstellungen zum Prozess des

mathematischen Modellierens vorzustellen. Natürlich bleibt damit die Kritik an dieser Stelle

unscharf. Im Laufe der Arbeit wird jedoch an entsprechender Stelle (z.B. auf Seite 166 oder

176) die Kritik, nachdem notwendige begriffliche Grundlagen bereitgestellt und einzelne Phä-

nomene beschrieben wurden, wieder aufgegriffen.
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1.2 Desiderat, Ziele und erkenntnisleitende

Fragestellungen

Aus der im vorangehenden Absatz genannten und erhärteten Ausgangsthese

ergibt sich das folgende, für diese Arbeit zentrale, Desiderat:

Desiderat: Die von Klieme et al. (2003, S. 9) geforderte Orientierungsfunkti-

on für die allgemeine mathematische Kompetenz mathematisch Model-

lieren der KMK-Bildungsstandards (vgl. KMK, 2004, S. 8) wird zur Zeit

nicht in notwendigem Maße erfüllt und die fachdidaktischen Erkennt-

nisse über das mathematische Modellieren sind zur Zeit nicht ausrei-

chend, um die notwendige Orientierung für eine langfristige und kumu-

lative Kompetenzförderung geben zu können.

Damit für das mathematische Modellieren die geforderte Orientierungsfunk-

tion eingelöst werden kann, ist erhebliche Entwicklungsarbeit mit folgenden

Zielen nötig:

• Als Voraussetzung zur Einlösung der Orientierungsfunktion müssen die

Modellvorstellungen über den Prozess des mathematischen Modellie-

rens weiter entwickelt werden, so dass insbesondere der zentrale Pro-

zess der Modellbildung plausibel beschrieben wird.

• Ein Kompetenzstrukturmodell, in dem die Vorstellungen über die kogniti-

ven Prozesse berücksichtigt sind, muss als Konkretisierung des Lernge-

genstands für den langfristigen und kumulativen Aufbau erarbeitet wer-

den.

• Aufbauend auf dieser Grundlage ist ein Modellierenteilcurriculum für die

Sekundarstufe I als Vorschlag zur langfristigen, systematischen und ku-

mulativen Förderung der Kompetenz mathematisch Modellieren zu erar-

beiten.

In Verbindung mit den genannten Zielen steht die zentrale Forschungsfrage

dieser Arbeit:

Forschungsfrage: Wie kann die Kompetenz mathematisch Modellieren in-

nerhalb der Sekundarstufe I über die Klassenstufen hinweg systema-

tisch und kumulativ gefördert und entwickelt werden?

Diese Frage zielt darauf ab, der Orientierungsfunktion von Kompetenzmo-

dellen, im Sinne eines Kompetenzentwicklungsmodells für die Förderung von
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Modellierungskompetenzen, Konturen zu geben und präzisiert die für die-

ses Promotionsvorhaben in Böhm (2009, S. 483) formulierte Forschungsfra-

ge. Aus dieser Frage ergeben sich weitere erkenntnisleitende Fragen, denen

nachgegangen werden muss. Dies sind zunächst Fragen an den Forschungs-

gegenstand, also das mathematische Modellieren:

Frage 1.1 Was ist mit „mathematischem Modellieren“ gemeint?

Frage 1.2 Wie kann der zentrale kognitive Prozess der Modell-

bildung, also die Übersetzung eines außermathemati-

schen Problems in ein mathematisches Modell, modell-

haft erklärt werden?

Frage 1.3 Welches Wissen und Können ist für eine erfolgreiche

Bearbeitung von Modellierungsanforderungen notwen-

dig?

Diese ersten Forschungsfragen müssen zunächst beantwortet werden,

um Vorstellungen über das notwendige Wissen und Können als Elemente

der Struktur von Modellierungskompetenzen zu gewinnen. Erst aufbauend

auf einem so entwickelten Kompetenzstrukturmodell2 können Vorschläge zur

langfristigen und kumulativen Förderung von Modellierungskompetenzen ent-

wickelt werden. Diese Vorschläge sollen einen Beitrag leisten, die geforderte

Orientierungsfunktion einzulösen. Zur Erarbeitung eines solchen Vorschlags

ist eine weitere erkenntnisleitende Frage für diese Arbeit notwendig:

Frage 2.1 Wie können die im Kompetenzstrukturmodell beschrie-

benen Inhalte als Lerngegenstände über mehrere Klas-

senstufen sinnvoll strukturiert werden, um einen syste-

matischen und kumulativen Kompetenzerwerb zu er-

möglichen?

1.3 Mathematikdidaktik als Design Science

Die zuvor genannten Ziele für diese Arbeit verlangen eine Theorieentwicklung.

Eine solche Theorieentwicklung, die als übergeordnetes Ziel die Entwicklung

eines Modellierenteilcurriculums hat, lässt sich in einer als Design Science

2Eine Präzisierung des Begriffs Kompetenzstrukturmodell für diese Arbeit wird in Kapitel 4 ab

Seite 117 vorgenommen.
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verstandenen Fachdidaktik verorten. Das übergeordnete Motiv einer so ver-

standenen Fachdidaktik ist die Weiterentwicklung des Unterrichts, auch durch

die Erarbeitung theoretischer Konzepte.

Nach Lesh und Sriraman (2005, S. 490) hat die Fachdidaktik Mathematik

als ein junges, wissenschaftliches Gebiet noch keine einheitlichen Theorien

und Methoden sowie keine kohärenten und klar abgegrenzten Sammlungen

von vorrangigen Forschungsfragen und Problemen. Mit Blick auf die vielfälti-

gen Forschungsaktivitäten innerhalb der Fachdidaktik Mathematik stehen ver-

schiedene Möglichkeiten offen, wie sich Fachdidaktiker identifizieren können:

Should mathematics education researchers think of themselves as being applied

educational psychologists, or applied cognitive psychologists, or applied social

scientists? Should they think of themselves as being like scientists in physics or

other „pure“ sciences? Or, should they think of themselves as being more like en-

gineers or other „design scientists“ whose research draws on multiple practical and

disciplinary perspectives - and whose work is driven by the need to solve real pro-

blems as much as by the need to advance relevant theories? (Lesh & Sriraman,

2005, S. 490)

Lesh und Sriraman (2005, S. 490) schlagen vor, die Fachdidaktik Mathe-

matik als Design Science zu konzeptualisieren. Dieser Vorschlag ist allerdings

weder in der nationalen noch in der internationalen fachdidaktischen Diskus-

sion völlig neu. So gibt es bis in die 1990er Jahren einige Veröffentlichungen,

in denen die Entwicklungsarbeit als zentrale Aufgabe der Fachdidaktik ge-

nannt, begründet und illustriert wird. Einflussreich für die Mathematikdidaktik

sind etwa die Beiträge von Wittmann (1974), Freudenthal (1991), Gravemeijer

(1994) oder Artigue (1994). Zwar unterscheiden sich diese Beiträge in den Be-

grifflichkeiten für die Art und Weise der Forschung, hinsichtlich der Ziele und

der Motive gibt es jedoch große Übereinstimmungen.

So versteht Wittmann (1974) die Fachdidaktik Mathematik als Ingenieurs-

wissenschaft und Artigue (1994) bezeichnet die Forschungsaktivität als „Di-

dactic engineering“. Gravemeijer (1994) spricht von „Educational Develop-

ment and Developmental Research“. Burkhardt (2006a) verwendet den Be-

griff „design research“ und „engineering research“. Die Bezeichnung „Design

Science“ findet man u.a. bei Wittmann (1995, 1998) und Lesh und Sriraman

(2005).

Unabhängig vom Fach Mathematik werden für fachdidaktische und er-

ziehungswissenschaftliche Entwicklungsforschung auch die Bezeichnungen

„Design-Based Research“ (Themenheft: Journal of the Learning Sciences

13(1), 2004) oder „Educational Design Research“ (vgl. van den Akker, Gra-

vemeijer, McKenney & Nieveen, 2006b) verwendet. Gegenwärtig hat es den



1.3 Mathematikdidaktik als Design Science 9

Anschein, dass sich die letztgenannten Bezeichnungen international durchset-

zen könnten (vgl. van den Akker, Gravemeijer, McKenney & Nieveen, 2006a).

Im Rahmen dieser Arbeit wird jedoch am Begriff Design Science im Sinne

von Wittmann festgehalten. In diesem wittmannschen Sinne der Fachdidaktik

wird das zugrundeliegende zentrale Motiv, einen Beitrag zur Weiterentwick-

lung des Mathematikunterrichts zu leisten, deutlich (vgl. u.a. Wittmann, 1998,

S. 330; Freudenthal, 1991, S. 164; Lesh & Sriraman, 2005, S. 494). Dabei

ist der Gegenstand der Entwicklungsarbeit und der methodische Rahmen zur

Einlösung dieses Anspruchs deutlich weiter gefasst als dies im Rahmen des

neueren Verständnisses von „design research“ oder „design-based research“

der Fall ist. So sehen etwa Wittmann (1998, S. 330) und Lesh und Sriraman

(2005, S. 494) sowohl in der Theorieentwicklung als auch in der Curriculum-

sentwicklung einen wesentlichen Gegenstand einer als Design Science ver-

standenen Fachdidaktik. Es geht also nicht nur um die konkrete Entwicklung,

Evaluation und Weiterentwicklung von unmittelbar unterrichtsrelevanten Mate-

rialien oder Lernumgebungen, wie es in einem engeren Verständnis etwa von

„design research“ nach Burkhardt (2006b) der Fall ist.

Ein solcher Anspruch zur Durchführung eines zyklischen und iterativen De-

signprozesses, der die Entwicklung, Evaluation und Überarbeitung verlangt

(vgl. van den Akker et al., 2006b, S. 5), ist für den ausgewählten Forschungs-

gegenstand im Rahmen dieser Arbeit ohnehin nicht einlösbar. Im Rahmen

dieser Arbeit kann jedoch im Sinne des integrative learning design frame-

work (ILD-Framework) nach Bannan-Ritland (2003) insbesondere im Sinne

der Theorieentwicklung im ersten der drei wesentlichen Abschnitte (1. infor-

med exploration, 2. enactment und 3. evaluation) ein substanzieller Beitrag

geleistet werden.

Dabei soll in dieser Arbeit die theoretische Fundierung durch die Tätigkeits-

theorie dazu beitragen, den Anspruch von Lesh und Sriraman (2005, S. 494)

einzulösen, wenn sie fordern, dass es bei der Entwicklung curricularer Inno-

vationen bedeutsam ist, erklären zu können, warum und wie die Innovation

wirksam werden soll bzw. werden kann.
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1.4 Zum methodischen Vorgehen als

theoriegestützte Theorieentwicklung

Die Bearbeitung der formulierten Fragen zur Erreichung der für die Arbeit ge-

nannten Ziele erfolgt theoriegestützt und hat theoretische Konzepte zum Er-

gebnis. Dabei spielen beide von Prediger (2010, S. 169f) genannten Konzep-

tualisierungen von Theorien eine Rolle. Die Bearbeitung des Forschungsge-

genstands erfolgt dabei insbesondere anhand der Tätigkeitstheorie als Hin-

tergrundtheorie. Die in der Arbeit entwickelten Konzepte, Vorstellungen und

Begriffe entsprechen dann der Theorie als Beschreibungsmittel. Da anschlie-

ßend zur Entwicklung des Modellierenteilcurriculums mit den in der Arbeit ent-

wickelten Modellvorstellungen weiter gearbeitet wird, werden diese dann wie-

der zu einer Hintergrundtheorie. Innerhalb der Arbeit lassen sich verschiedene

Theorieebenen identifizieren und benennen.

Ausgehend vom Forschungsgegenstand, dem mathematischen Modellie-

ren auf Ebene 1, wird die Tätigkeitstheorie auf Ebene 2 als Hintergrundtheorie

genutzt, um das mathematische Modellieren zu analysieren. Dazu ist es zu-

nächst notwendig, das mathematische Modellieren als Tätigkeit zu charakteri-

sieren. Anschließend können konkrete Phänomene des mathematischen Mo-

dellierens verallgemeinert als Tätigkeit analysiert, beschrieben und verstan-

den werden.

Dabei wird die Tätigkeitstheorie im Sinne von Giest und Lompscher (2006,

S. 11) „als offener theoretischer Rahmen, der es gestattet, die Konturen des

angestrebten Gesamtbildes zu entwerfen, ohne zu eng zu sein, um die Auf-

nahme von Bezügen zu anderen Theorieansätzen zu verhindern“, verstan-

den. Von den zahlreichen in der Tätigkeitstheorie enthaltenen theoretischen

und wissenschaftlichen Perspektiven sind im Rahmen dieser Arbeit die Mo-

delle geistiger Operationen nach Galperin (1967, 1973) sowie das theoreti-

sche Denken (siehe Giest & Lompscher, 2006, S. 217-227) als kognitionspsy-

chologische Perspektive, die Vorstellungen zur Orientierung und Regulation

der Tätigkeit nach Kossakowski und Lompscher (1977) als handlungspsycho-

logische Perspektive und die Theorie der Lerntätigkeit nach Giest und Lomp-

scher (2006) als Perspektive der pädagogischen Psychologie als Hintergrund-

theorien von zentraler Bedeutung. In der Tätigkeitstheorie lassen sich auch

entwicklungspsychologische Grundlagen (siehe Kossakowski et al., 1987) fin-

den. Im Rahmen dieser Arbeit treten diese Aspekte jedoch hinter die Analyse

des Lerngegenstands und einer auf Grund des Lerngegenstands begründeten
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Systematik für die langfristige Förderung zurück.

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung der verschiedenen Theorieebenen

im Rahmen der Arbeit

Diese tätigkeitstheoretischen Grundlagen werden als Hintergrundtheorie

genutzt, um zum einen eine Modellvorstellung des Modellbildungsprozesses

zu entwickeln (siehe Abschnitt 5.5), die insbesondere die wiederholt beobach-

teten und in der Literatur beschriebenen zyklischen Bearbeitungsprozesse be-

rücksichtigt und zum anderen, um ein Kompetenzstrukturmodell zur Beschrei-

bung der Anforderungsstruktur zu entwickeln (siehe Kapitel 6). Dabei wird die

Modellvorstellung über den Modellbildungsprozess im Kompetenzstrukturmo-

dell aufgegriffen.

Die so entwickelten Modellvorstellungen und das Kompetenzstrukturmodell

stellen Theorien als Beschreibungsmittel in dieser Arbeit dar und liegen auf

Ebene 3. Ebenfalls auf Ebene 3 liegt ein weiterer Theoriebaustein, das spiel-
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gemäße Konzept, der als Rahmen für die langfristige und kumulative Förde-

rung von Modellierungskompetenzen genutzt wird und somit gewissermaßen

ein Vermittlungsmodell bereitstellt, das mit Blick auf das Kompetenzstruktur-

modell Ideen für ein Kompetenzentwicklungs- bzw. Kompetenzerwerbsmodell

liefert (siehe Abschnitt 7.1).

Diese theoretischen Bausteine auf Ebene 3 werden schließlich ihrerseits

zu einer Hintergrundtheorie für die Erarbeitung des Modellierenteilcurriculums

und einer exemplarischen Konkretisierung einzelner Aspekte. Die Vorschläge

zur Realisierung der Orientierungsfunktion liegen schließlich auf der vierten

und letzten Ebene (siehe Kapitel 8).

Abbildung 1.1 stellt diese Ebenen schematisch dar. Dabei stehen die Ebe-

nen sowie insbesondere die Elemente auf Ebene 3 in einer starken wechsel-

seitigen Beziehung.

1.5 Inhalt der Arbeit

Die zuvor beschriebenen Theorieebenen verweisen auch auf die inhaltliche

Struktur der Arbeit. Auf Grund der zunächst notwendigen Entwicklung der Mo-

dellvorstellungen zum kognitiven Prozess des Modellbildens und dem Kom-

petenzstrukturmodell sowie der Ergänzung durch einen weiteren Theoriebau-

stein bilden die Theorieebenen die inhaltliche Strukturierung der Arbeit jedoch

nicht exakt ab. Daher wird im Folgenden ein Überblick über den Aufbau der

Arbeit gegeben.

In Teil I wird in Kapitel 2 der Forschungsgegenstand dargestellt und relevan-

te Begriffe zum mathematischen Modellieren bereitgestellt. Des Weiteren wird

in diesem Kapitel der Arbeit das mathematische Modellieren als Gegenstand

der mathematikdidaktischen Diskussion dargestellt.

In Kapitel 3 werden die für die Arbeit relevanten Aspekte der Tätigkeits-

theorie vorgestellt. Dabei wird zunächst die Tätigkeit als spezifische Form der

menschlichen Aktivität charakterisiert (Abschnitt 3.1) und das mathematische

Modellieren als Tätigkeit beschrieben (Abschnitt 3.2). Diese Interpretation des

mathematischen Modellierens als Tätigkeit stellt eine notwendige Vorausset-

zung dar, um das mathematische Modellieren als Tätigkeit analysieren zu kön-

nen. Aus diesem Grund werden die zentralen Merkmale von Tätigkeit unmit-

telbar mit dem mathematischen Modellieren in Beziehung gesetzt. Dabei wird

deutlich, dass das mathematische Modellieren als Tätigkeit verstanden wer-

den kann. Es wird jedoch auch deutlich, dass nicht jede Bearbeitung einer
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Modellierungsaufgabe eine Tätigkeit des mathematischen Modellierens dar-

stellt. Anschließend werden in den Abschnitten 3.3 und 3.4 die relevanten tä-

tigkeitstheoretischen Grundlagen vorgestellt.

Die Analyse des Gegenstands erfolgt in Teil II der Arbeit. Dabei wird zu-

nächst mit Bezug auf die bereitgestellten theoretischen Grundlagen das Vor-

gehen der Analyse beschrieben (Kapitel 4). In Kapitel 5 werden die zuvor

differenzierten Modellierungsaktivitäten analysiert. Die im Rahmen der Ana-

lyse entwickelten Modellvorstellungen zum kognitiven Prozess des Modellbil-

dens werden in Abschnitt 5.5 zusammengefasst. Das Kompetenzstrukturmo-

dell wird dann als zentrales Ergebnis der Analyse in Kapitel 6 dargestellt.

Der ergänzende Theoriebaustein für einen Rahmen zur langfristigen För-

derung von Modellierungskompetenzen sowie die vierte Theorieebene und

die exemplarischen Konkretisierungen sind Gegenstand des abschließenden

Teils der Arbeit (Teil III). In Kapitel 7 wird zunächst das spielgemäße Konzept

aus der Sportdidaktik vorgestellt, das die langfristige Förderung und Entwick-

lung einer situationsangemessenen Handlungsfähigkeit in komplexen Anfor-

derungssituationen im Blick hat. Die aus dem Konzept resultierenden Überle-

gungen zum Aufbau einer langfristigen und systematischen Förderung werden

anschließend auf das mathematische Modellieren übertragen. Das Modellie-

renteilcurriculum und die Aspekte zur Förderung stellen das Resultat dieser

Übertragung auf das mathematische Modellieren dar (siehe Kapitel 8).

Formale Hinweise

Die Quellenangaben in dieser Arbeit erfolgen in Anlehnung an den APA-

Standard. Wörtliche Zitate werden dabei entweder durch Anführungszeichen

kenntlich gemacht oder, falls das wörtliche Zitat länger als drei Zeilen ist, als

Blockzitat behandelt. Das Blockzitat wird eingerückt und in einer kleineren

Schriftart als der umgebende Text gesetzt. Die Verweise auf die Quellen erfol-

gen durch Kurzverweise, so dass die Quelle über das Literaturverzeichnis am

Ende der Arbeit nachvollzogen werden kann. Wörtliche Zitate werden grund-

sätzlich im Wortlaut, der originalen Verschriftlichung, also inklusive enthaltener

Tippfehler und entsprechend des Textsatzes, also inklusive Hervorhebungen,

Unterstreichungen o.ä. übernommen, ohne dass dies explizit erwähnt wird.

Wird im wörtlichen Zitat eine Ergänzung oder Veränderung vorgenommen,

wird diese Ergänzung in runde Klammern gesetzt und durch den Zusatz „[An-

merkung UB]“ oder einen ähnlichen Hinweis in eckigen Klammern kenntlich
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gemacht. Sinngemäße Zitate werden ebenfalls durch Kurzverweise ausge-

wiesen, dabei wird das sinngemäße Zitat durch den Zusatz „vgl.“ kenntlich

gemacht. Abbildungen und Tabellen, die aus anderen Quellen in der Arbeit

verwendet werden, werden wie Zitate behandelt. Wird eine Abbildung in leicht

veränderter Form in der Arbeit wiedergegeben, wird dies durch den Zusatz

„modifiziert nach“ ausgewiesen.



Teil I

Theoretischer Hintergrund

Wir finden heute in der ständig zunehmenden Flut von

Literatur (. . . ) vor allem Teilantworten, vergleichbar den

Teilen in einem Puzzle. Dabei fehlen dem Puzzle viele

Teile, das ist jedoch nicht sein Hauptproblem. Wer sich

nämlich daran wagt, aus den Teilen ein Gesamtbild

zusammenzusetzen, wird vor ein unlösbares Problem

gestellt: Dem Puzzle fehlt die Anleitung.

(Giest & Lompscher, 2006, S. 9)



2 Hintergrund zum

Forschungsgegenstand:

Mathematisches Modellieren

In diesem Abschnitt wird das mathematische Modellieren als Gegenstand die-

ser Arbeit und Gegenstand der mathematikdidaktischen Diskussion vorge-

stellt. Dabei sollen zum einen wichtige Begriffe für die Arbeit geklärt werden,

zum anderen soll das mathematische Modellieren als Lerngegenstand präzi-

siert werden.

Eine Präzisierung für diese Arbeit ist erforderlich, da die Diskussion zum

mathematischen Modellieren auf Grund ihrer Breite weder in den verwende-

ten Begriffen einheitlich ist, noch die unter dem Begriff mathematisch Model-

lieren verstandenen Gegenstände identisch sind. Zwar wird der Begriff ma-

thematisch Modellieren in der nationalen fachdidaktischen Diskussion noch

nicht lange benutzt (vgl. Blum, 2007, S. 3), dennoch zeigt sich auch in der

nationalen Diskussion eine uneinheitliche Verwendung.

Eine erste Annäherung an den Begriff erfolgt daher in Abschnitt 2.1 anhand

zweier historischer Beispiele, die als mathematische Modellierungsaktivitäten

bezeichnet werden können. Anschließend werden die Beispiele genutzt, um

verschiedene Facetten des mathematischen Modellierens zu benennen. An-

hand verschiedener Fokusse, die zentrale Aspekte des mathematischen Mo-

dellierens benennen, wird der Gegenstand differenziert diskutiert. Im Rahmen

dieser Diskussion werden verschiedene Positionen berücksichtigt. Dieser Teil

schließt mit einem Fazit zur Begriffsbildung, in dem insbesondere auf das Ver-

ständnis des mathematischen Modellierens im Zusammenhang mit den KMK-

Bildungsstandards eingegangen wird (siehe Abschnitt 2.1.5.1). In diesem Ab-

schnitt wird auch geklärt, in welchem Sinne zentrale Begriffe im Rahmen die-

ser Arbeit verstanden werden.

Das mathematische Modellieren als Gegenstand der fachdidaktischen For-

schung mit „verschiedenen Gesichtern“ ist Gegenstand in Abschnitt 2.2. In

diesem Abschnitt werden auch verschiedene Modellierungsperspektiven als

Richtungen innerhalb der Fachdidaktik Mathematik benannt. Dabei wird auch

U. Böhm, Modellierungskompetenzen langfristig und kumulativ fördern, Perspektiven 
der Mathematikdidaktik, DOI 10.1007/978-3-658-01821-4_2, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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knapp auf verschiedene Strömungen und ihre Entwicklung zurückgeblickt, die

die aktuellen Perspektiven beeinflusst haben.

In einem abschließenden Teil (Abschnitt 2.3) werden weitere Aspekte

des mathematischen Modellierens als Gegenstand der fachdidaktischen For-

schung benannt, die im Rahmen dieser Arbeit relevant sind. Dazu gehört

die Diskussion verschiedener Konzepte von Modellierungskompetenz und die

Darstellung einiger Studien zum mathematischen Modellieren, um den aktuel-

len Stand der mathematischen Forschung darzustellen. Des Weiteren wird in

diesem Abschnitt kurz der Technologieeinsatz beim mathematischen Model-

lieren angesprochen.

2.1 Diskussion des Forschungsgegenstandes zur

Begriffsklärung

In diesem Abschnitt wird das mathematische Modellieren als Kompetenz der

KMK-Bildungsstandards und somit als Lerngegenstand für den Unterricht (vgl.

KMK, 2004) sowie als Gegenstand der fachdidaktischen Diskussion behan-

delt. Dazu werden verschiedene Facetten des mathematischen Modellierens

diskutiert. Diese Facetten werden anhand verschiedener Fokusse auf den Ge-

genstand zum Ausdruck gebracht.

Für diese Diskussion wird der Gegenstand in einer ersten Annäherung

durch zwei Beispiele illustriert. Diese beiden Beispiele verweisen auf histo-

rische Modellierungsaktivitäten. Das erste Beispiel ist die Erdumfangsberech-

nung, wie sie nach der Überlieferung von Cleomedes von Eratosthenes vor-

genommen wurde. Das zweite Beispiel geht auf das Teilungsproblem zurück.

Auf Grundlage der Diskussion der Beispiele unter den verschiedenen Fo-

kussen wird schließlich geklärt, in welchem Sinne zentrale Aspekte und Be-

griffe im Rahmen dieser Arbeit verstanden werden.

Beispiel 1: Die Bestimmung des Erdumfangs

In Schulbüchern findet man die Beschreibung der Erdumfangsberechnung

nach Eratosthenes, wie sie von Cleomedes überliefert wurde (siehe z.B.

Griesel, Postel & Suhr, 2007, S. 191). Zwar existieren Zweifel, ob die Dar-

stellung von Cleomedes historisch korrekt ist (vgl. Goldstein, 1984), dennoch

lässt sich die auf Cleomedes zurückgehende Beschreibung als Beispiel für
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einen Modellierungsprozess nutzen. Ausgangspunkt ist die Frage: „Wie groß

ist der Erdumfang?“

Der Überlieferung zufolge stellt Eratosthenes am Tag der Sonnenwende in

Syene fest, dass die Sonne mittags senkrecht über der Erde stand. Denn in

einem tiefen Brunnen, in dem der Wasserspiegel an allen anderen Tagen im

Schatten lag, sah er zur Mittagszeit das Spiegelbild der Sonne. Zur gleichen

Zeit warf in Alexandria, das nördlich von Syene gelegen war, ein hoher Obelisk

einen Schatten. In Alexandria fielen also die Sonnenstrahlen nicht senkrecht

auf die Erde, sondern mit einer Abweichung zur Senkrechten, die mit dem

Winkel α angegeben werden soll. Eratosthenes bestimmte den Wert des Win-

kels mit α ≈ 7, 2◦. Unter den Annahmen, dass die Erde eine Kugel sei und die

Sonnenstrahlen alle parallel zueinander auf die Erde treffen, kann die Situati-

on wie in Abbildung 2.1 geometrisiert werden (vgl. Aumann, 2006, S. 116f).

Abbildung 2.1: Geometrisierung zur Erdumfangsberechnung.

Das geometrische Modell auf der rechten Seite der Abbildung 2.1 zeigt nun,

dass sich der Abstand zwischen Alexandria und Syene zum Erdumfang ver-

hält wie α zu 360◦. Mit einem Wert von 5040 Stadien für den Abstand zwi-

schen Alexandria und Syene konnte der Erdumfang U berechnet werden (vgl.

Aumann, 2006, S. 116f) mit:

U ≈ 360◦ · 5040
7, 2◦ = 252000

Will man das Ergebnis von Erathostenes heute überprüfen, ist eine Umrech-

nung der Einheit Stadien erforderlich. Es gibt jedoch verschiedene Angaben

über die Länge eines Stadions, so dass der von Eratosthenes ermittelte Wert

zwischen 39300 km und 41675 km liegt (vgl. Ludwig, o. J., S. 2).
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Beispiel 2: Das Problem der abgebrochenen Partie

Das Problem der abgebrochenen Partie oder das Teilungsproblem ist eines

der Probleme, über die sich Fermat und Pascal in einem Briefwechsel im Jahr

1654 ausgetauscht hatten. „Dieses Jahr gilt seither als die Geburtsstunde der

Wahrscheinlichkeitstheorie als mathematische Teildisziplin“ (Büchter & Henn,

2007, S. 265).

Die folgende Formulierung des Teilungsproblems in heutiger Sprache

stammt von Büchter und Henn (2007, S. 263).

Das Teilungsproblem

Zu Beginn eines Glücksspiels, das aus mehreren Einzelspielen be-

steht, hinterlegen die Spieler Armin und Beate einen Einsatz in glei-

cher Höhe. Bei jedem Einzelspiel haben sie die gleiche Chance, zu

gewinnen; „unentschieden“ ist nicht möglich. Den gesamten Einsatz

bekommt derjenige Spieler, der als erster 5 Einzelspiele gewonnen

hat. Vor Erreichen des Spielziels muss das Spiel beim Spielstand 4 :

3 abgebrochen werden. Wie soll mit dem Einsatz verfahren werden?

Von Schneider (1988) wurden verschiedene Texte zu diesem Problem in

ihrer historischen Reihenfolge als Übersetzungen zusammengestellt. Als äl-

teste vollständig erhaltene Aufzeichnung nennt Schneider (1988) den Beitrag

von Luca Pacioli aus dem 15. Jahrhundert. Eine ausführlichere Darstellung

der Beiträge von Pacioli, Cardano und Tartaglia zum Teilungsproblem enthält

Abschnitt 5.4.3 (ab Seite 224). Ohne die Details der Vorschläge an dieser

Stelle vorwegzunehmen, sei hier erwähnt, dass die drei Lösungen von Pacio-

li, Cardano und Tartaglia alle unterschiedlich ausfallen. Zum oben formulierten

Problem würde nach Pacioli der Einsatz im Verhältnis 4 : 3, nach Cardano im

Verhältnis 3 : 1 und nach Tartaglia im Verhältnis 6 : 4 geteilt (vgl. Büchter &

Henn, 2007, S. 264).

Der von Pascal und Fermat erarbeitete Vorschlag zum Teilungsproblem be-

ruht darauf, die Wahrscheinlichkeiten für den Sieg beider Spieler bei gege-

benem Spielstand zu ermitteln und den Gewinn entsprechend dieser Wahr-

scheinlichkeiten zu teilen. Das Baumdiagramm in Abbildung 2.2 enthält die

möglichen Spielverläufe ausgehend vom Spielstand 4 : 3. Gewinnt Armin das

nächste Einzelspiel, ist das Spiel für Armin entschieden. Gewinnt Beate das

nächste Einzelspiel, ist der Spielstand 4 : 4 und ein weiteres Einzelspiel ist für

eine Entscheidung notwendig.
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Abbildung 2.2: Baumdiagramm zum Teilungsproblem nach Büchter und Henn

(2007, S. 266).

Mit den Pfadregeln ergeben sich unter der Annahme einer gleichen Gewinn-

wahrscheinlichkeit von 50% für Armin und Beate folgende Wahrscheinlichkei-

ten (vgl. Büchter & Henn, 2007, S. 266):

P (Armin gewinnt) = 1
2 + 1

2 · 1
2 = 3

4 und P (Beate gewinnt) = 1
2 · 1

2 = 1
4

Diesem Beispiel liegt das reale Problem einer gerechten Aufteilung zugrun-

de. Die vorgeschlagenen Aufteilungen sind normative Vorschläge und „können

im Hinblick darauf diskutiert werden, ob sie mehr oder weniger angemessen

und akzeptabel sind, aber keinesfalls, ob sie richtig oder falsch sind“ (Büchter

& Henn, 2007, S. 266). Eine solche kritische Reflexion über die Unangemes-

senheit des Vorschlags von Pacioli durch Cardano ist auf Seite 225 zu finden.

2.1.1 Fokus I: Modellauffassung

Bei der Erdumfangsberechnung wird zunächst die Realität idealisiert, in dem

die Erde als Kugel und die Sonnenstrahlen als parallel angenommen werden.

Anschließend wird das Problem auf eine elementargeometrische Berechnung

am Kreis übertragen. In diesem mathematischen Modell (siehe die Darstel-

lung ganz rechts in Abbildung 2.1) sind von der ursprünglichen realen Situati-

on mit dem Schatten des Obelisken in Alexandria und dem Brunnen in Syene

nur noch abstrakte Repräsentationen übrig. Die für die Berechnung notwen-

digen Informationen werden durch geometrische Objekte und Beziehungen

repräsentiert. Diese Geometrisierung ist motiviert durch das Ziel, den Erdum-
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fang zu bestimmen und das mathematische Modell ist ein gutes Mittel, diesen

Zweck zu erreichen.

Auch im Teilungsproblem wird die außermathematische Situation der ab-

gebrochenen Partie in ein mathematisches Ersatzsystem übertragen. Interes-

sant ist dabei, dass im Lösungsvorschlag von Pascal und Fermat die vom

Zeitpunkt des Spielabbruchs an möglichen weiteren Spielverläufe zum Ge-

genstand der Modellierung im Baumdiagramm werden und nicht das reale

Geschehen bis zum Spielabbruch. In anderen historischen Lösungsvorschlä-

gen finden sich Modelle, in denen die Verteilung aus den bisher absolvierten

Einzelspielen ermittelt wird (siehe Seite 224). Abhängig vom Zweck, mit ma-

thematischen Mitteln eine faire Aufteilung des Einsatzes zu ermitteln, muss

also eine Entscheidung getroffen werden, welche Aspekte der realen Situati-

on relevant sind und wie damit umgegangen werden soll.

In beiden historischen Beispielen finden sich somit drei Merkmale, die nach

Stachowiak (1973) für Modelle charakteristisch sind und von Filler (2009, S. 4f)

zur theoretischen Fundierung der Diskussion in der Fachdidaktik aufgegriffen

werden. Diese drei Merkmale sind:

Abbildungsmerkmal: Modelle sind Abbildungen bzw. Repräsentationen

von natürlichen oder künstlichen Originalen (Prototypen), also „Modelle

von etwas“. Solche Modelle können selbst wieder zu Modellen werden.

Verkürzungsmerkmal: Das Modell enthält nicht alle Merkmale des reprä-

sentierten Originals, sondern nur diejenigen, die als relevant erachtet

werden.

Pragmatisches Merkmal: Modelle erfüllen für eine bestimmte Zeit eine be-

stimmte Funktion für bestimmte Subjekte. Der Modellbildung liegt also

ein spezifischer Zweck zugrunde.

Dabei arbeitet Filler (2009, S. 4) mit Bezug auf Apostel (1961) auch heraus,

dass ein modellbildendes Subjekt ein Modell immer auf Grund des Zweckes

auswählt oder erstellt. Bei der Bearbeitung von Modellierungsaufgaben im Un-

terricht kann nun der Zweck durch den unterrichtlichen Kontext stark beein-

flusst werden. So liegt bei der Behandlung der Erdumfangsbestimmung nach

Eratosthenes durch Griesel et al. (2007, S. 191) sicher nicht das Erkenntnis-

interesse an einem Wert für den Erdumfang als Zweck der Bearbeitung im

Mittelpunkt. Vielmehr geht es wohl darum, den Lernenden zu zeigen, wozu

die mathematischen Mittel genutzt werden können, bzw. in der Geschichte
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genutzt wurden, die in den nächsten Unterrichtsstunden behandelt werden.

Wieder ein anderer Zweck ergibt sich für die Lernenden, wenn eine Model-

lierungsaufgabe in einer Bewertungssituation zu bearbeiten ist. Sicher wird

es dann auch darum gehen, gewissen Erwartungen an die Bearbeitung von

Prüfungsaufgaben gerecht zu werden1.

In dieser allgemeinen Modellauffassung können Modelle und Originale

Bilder, Wahrnehmungen, Zeichnungen, Formalismen, Kalküle, Sprache oder phy-

sische Systeme sein; sie können gleichen oder verschiedenen dieser Kategorien

angehören. Insbesondere können Prototyp und Modell ihre Rolle tauschen (Filler,

2009, S. 4).

So kann ein verkleinertes Bauwerk ein Modell eines vorhandenen Bauwerks

sein, das etwa als Souvenier verkauft wird. Das verkleinerte Bauwerk kann

aber auch Prototyp eines zu schaffenden Bauwerkes sein. Im Mathematikun-

terricht gilt das gleiche z.B. für den geometrischen Begriff „Pyramide“ und eine

Holzpyramide. So kann der geometrische Begriff Modell der Holzpyramide als

Original sein, wenn an der Holzpyramide Größen bestimmt werden sollen. Es

ist jedoch auch denkbar, dass die Holzpyramide zum Modell wird, um den

geometrischen Begriff als Original zu veranschaulichen (vgl. Filler, 2009, S.

4f).

Dabei wird das hier genannte Beispiel zur Veranschaulichung des mathe-

matischen Begriffs Pyramide als Original durch eine Holzpyramide als Modell

in der Regel nicht als mathematisches Modellieren verstanden. Anhand der

Begriffe Original und Modell kann also das Spezifische des mathematischen

Modellierens präziser gefasst werden. Ein einheitliches Bild lässt sich für die

Präzisierung des Modells erkennen. So hat beim mathematischen Modellie-

ren eine Repräsentation aus „der Welt der Mathematik“ als mathematisches

Modell eine zentrale Position (vgl. u.a. Niss, Blum & Galbraith, 2007, S. 4;

Kaiser & Sriraman, 2006, S. 302; Leiß & Blum, 2006, S. 40; Henn, 2002, S.

9). Es geht immer darum, dass beim mathematischen Modellieren Mathema-

tik als Mittel zum Zweck eingesetzt wird. Weniger eindeutig ist die Lage für

eine Präzisierung des Originals. Zwar wird für das mathematische Modellie-

ren häufig gefordert, dass es um außermathematische Originale gehen soll

(vgl. u.a. Niss et al., 2007, S. 4; Leiß & Blum, 2006, S. 40; Henn, 2002, S. 9),

im Anspruch an den Realitätsgehalt lassen sich jedoch deutliche Unterschiede

erkennen (siehe dazu ausführlicher Abschnitt 2.1.3, ab Seite 29).

1Mein Dank gilt der Anregung von Andreas Filler in einer E-Mail vom 21.07.2011. Siehe dazu

auch Filler (2009, S. 4).


