Christopher Dietmaier

Mathematik fur
Wirtschaftsingenieure

Lehr- und Ubungsbuch

3., aktualisierte Auflage

v HANSER




Christopher Dietmaier
Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure






Christopher Dietmaier

Mathematik
fiir Wirtschaftsingenieure

Lehr- und Ubungsbuch

3., aktualisierte Auflage

Mit 294 Bildern, 373 Beispielen sowie 243 Aufgaben

4

Fachbuchverlag Leipzig
im Carl Hanser Verlag




Prof. Dr. Christopher Dietmaier
Ostbayerische Technische Hochschule Amberg-Weiden,
Fachbereich Wirtschaftsingenieurwesen

MIX

Papier aus verantwor-
tungsvollen Quellen
FSC

wiscog  FSC® C016439

Bibliografische Information Der Deutschen Bibliothek

Die Deutsche Bibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen
Nationalbibliografie; detaillierte bibliografische Daten sind im Internet
iiber http://dnb.ddb.de abrufbar.

ISBN 978-3-446-45431-6
E-Book-ISBN 978-3-446-45447-7

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt.

Alle Rechte, auch die der Ubersetzung, des Nachdruckes und der Vervielfiltigung des
Buches oder Teilen daraus, vorbehalten. Kein Teil des Werkes darf ohne schriftliche
Genehmigung des Verlages in irgendeiner Form (Fotokopie, Mikrofilm oder ein anderes
Verfahren), auch nicht fiir Zwecke der Unterrichtsgestaltung — mit Ausnahme der in den
§§ 53, 54 URG genannten Sonderfille —, reproduziert oder unter Verwendung
elektronischer Systeme verarbeitet, vervielfiltigt oder verbreitet werden.

Carl Hanser Verlag
© 2017 Carl Hanser Verlag Miinchen
www.hanser-fachbuch.de

Lektorat: Mirja Werner

Herstellung: Katrin Wulst

Satz: Christopher Dietmaier, Hainsacker
Druck und Bindung: Hubert & Co, Géttingen
Printed in Germany



Vorwort

Die Tétigkeiten und Verantwortungsbereiche von Wirtschaftsingenieuren sind ge-
pragt von komplexen technischen und wirtschaftlichen Aufgaben- und Problemstel-
lungen. Das Studium vermittelt dazu fundierte naturwissenschaftlich-technische und
betriebswirtschaftliche Kenntnisse und Fahigkeiten. Grundlage und Voraussetzung
hierfiir ist die Mathematik. Zusétzlich zu den Gebieten und Problemstellungen der
Ingenieurmathematik spielen fiir Wirtschaftsingenieure auch die Wahrscheinlich-
keitsrechnung und Statistik sowie weitere mathematische Gebiete wie z.B. die lineare
Optimierung eine wichtige Rolle. Weder Lehrbiicher der Ingenieurmathematik noch
Lehrbiicher der Wirtschaftsmathematik behandeln alle diese Gebiete. Es besteht der
Bedarf an einem Mathematiklehrbuch fiir Wirtschaftsingenieure, welches alle fir das
Studium und die Berufspraxis relevanten Gebiete der Mathematik mit technischen
und wirtschaftlichen Anwendungsbeispielen behandelt.

Mit diesem Buch soll ein solches Lehrbuch bereitgestellt werden. Es ist als Lehr- und
Ubungsbuch konzipiert, mit dem man sich vorlesungsbegleitend oder im Selbststu-
dium die von Wirtschaftsingenieuren benétigte Mathematik erarbeiten kann. Dabei
spielen die Ubungsaufgaben mit Musterlosungen sowie eine klare, aufeinander auf-
bauende Struktur eine wichtige Rolle. Durch diese klare Struktur und durch tber-
sichtliche Hervorhebungen der wichtigsten Ergebnisse und Formeln eignet sich das
Buch aber auch als Nachschlagewerk fiir die Praxis. Hauptzielgruppe dieses Buches
sind Studenten des Studienganges Wirtschaftsingenieurwesen an Fachhochschulen.
Da die Ingenieurmathematik einen Teil des Inhalts bildet, eignet es sich aber auch fiir
reine Ingenieurstudiengange an Fachhochschulen. Entsprechend dieser Zielgruppe
ist eine strenge, durchgingige und vollstindige Beweisfithrung nicht das oberste Ziel
dieses Buches, weshalb auf eine Aneinanderreihung von Sitzen und Beweisen ver-
zichtet wird. Auch aus didaktischen Griinden wird viel Wert auf die Darstellung des
Anwendungsbezuges gelegt. Anwendungsbeispiele werden nicht nur als Abschluss,
sondern oft am Anfang eines Gebietes vorgestellt, um dann induktiv in das Thema
einzudringen und Aussagen herzuleiten. Sitze erscheinen dann als Ergebnisse dieser
Ausfithrungen und nicht einfach hingeschrieben, um anschlief}end bewiesen zu wer-
den. Entsprechend der Zielsetzung des Buches kann und soll nicht alles bewiesen
werden. Manche Herleitungen werden nur skizziert, anderes wird nicht in voller All-
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gemeinheit hergeleitet, manches bleibt unbewiesen. Trotzdem kann und soll jedoch
nicht auf Herleitungen und Beweise verzichtet werden. Mathematik als Werkzeugkas-
ten, aus dem man lediglich Werkzeuge (Formeln) herausnimmt und anwendet, reicht
als Grundlage fiir das Studium und die Berufspraxis nicht aus. Vielmehr muss man in
der Lage sein, die Funktionsweise und Einsatzmoglichkeiten der Werkzeuge zu ver-
stehen und ggf. selbst Werkzeuge zu entwickeln, d.h. Ergebnisse herzuleiten.

Es war eine Herausforderung, die Fiille der fiir Wirtschaftsingenieure relevanten ma-
thematischen Gebiete in einem einbindigen Werk zu behandeln. Ein sinnvoller und
geeigneter Weg im Spannungsfeld von mathematischer Prézision und Verstindlich-
keit, Abstraktion und Anschaulichkeit, Ausfiihrlichkeit und prignanter Darstellung,
Theorie und Anwendungsbezug musste gefunden werden. Da in der Praxis mathema-
tische Problemstellungen oft den Einsatz von Computern erfordern, widmet sich ein
eigenes Kapitel der Losung mathematischer Probleme mit dem Computer. Am Bei-
spiel des Mathematik-Softwaresystems Maple® wird gezeigt, wie die in diesem Buch
behandelten mathematischen Probleme mit Hilfe eines solchen Systems gelost wer-
den kénnen. Das System Maple® war (in Verbindung mit der Grafiksoftware Corel®)
auch unerldssliches Werkzeug fiir die Erstellung der Bilder.

In der dritten Auflage wurden Druckfehler korrigiert. Fiir entsprechende Hinweise
bedanke ich mich, ebenso im Voraus fiir weitere Anregungen und Verbesserungs-
vorschlage. Fiir die Arbeit mit diesem Buch wiinsche ich allen Lesern viel Freude an
der Mathematik!

Weiden, im Juli 2017 Christopher Dietmaier



Inhaltsverzeichnis

1.1
1.2
1.3
1.4

1.5
1.6

2.2
2.3

3.1
3.2

3.3

Grundlagen

Die reellen Zahlen und Teilmengen der reellen Zahlen.........ccccceveveerrencncucnceee.

1.4.1
1.4.2

Eigenschaften der reellen Zahlen ........c.cocoeeveveerrencncccreinnencneccneneene
Wichtige Teilmengen der reellen Zahlen...........ccccceevvvinicccrirninenence.

Summen, Produkte und vollstindige Induktion ..........ccccevveveeeiererrirnniccnenen
AUFGADEIN ...ttt

Komplexe Zahlen und algebraische Gleichungen

Komplexe Zahlen ......ooeeueuereueeiinininrrirececitccesesesse e nene

2.1.1
2.1.2
2.1.3
2.14
2.1.5

EINfURIUNG ...cvetiieicicieir ettt senens
Grundbegriffe ......cccceveveurirniceeieieirirereeceteerre et seaes
ReChenoperationen .........c.coovvererereeiereremeeenenenenereseseeseeeseseeeesesenenens
Exponentialdarstellung von komplexen Zahlen ............cccccvvruiinunnes
ANWENAUNGEN.c...vviiriiiiieiereteireeceieie ettt se e eeaees

Algebraische GleiChUNZEN ......cocevueueuevereiririeccicietrrrereeee et
AUFZADEN.....viiiicccc s

Vektorrechnung

Einfithrung und Grundbegriffe ...........ccccceurrnnenrcreerrneecceenneeeeeeneeenes
Rechnen mit VeKtoren ...

3.2.1
3.2.2
3.2.3
324
3.2.5
3.2.6

Addition von Vektoren und Multiplikation mit einer Zahl ...............
Skalarprodukt und Betrag von VeKtoren ..........coeeececereererencnccecrennnnes
Winkel zwischen Vektoren, Zerlegung von Vektoren..........c.ccceunnee.
BasisVEKIOTeN .......cuivieiiiiic e
Das VeKtorprodukt .........cocovvverererieierereecreneninenineieeeeeenceesesesesenenees
Das Spatprodukt und Mehrfachprodukte.........c.coceecucreirnnncccnennnes

Vektorrechnung und GEOmMELIie ........c.cvvvveeererereeeerereeeeeierereeeee e

15
15
18
21
22
22
25
25
29

30
31
31
33
34
36
41
45
50



8 Inhaltsverzeichnis
3.3.1 Punkte im RAUM .....cccceeiriiriiriiccrecccereeee s 65
3.32  Geraden im RAUM c.c.covveeieicieriiiiicceietteeenesse s 65
3.3.3 Ebenen im RaUM . .c.c.ovricceereinininineeeieetetsenereceeserenseseseeasaeseseseenes 66
3.34  ADSHANE ..ottt 66
3.3.5  WINKEL oot 69
34 AULADEI oo 71
4 Matrizen, Determinanten und lineare Gleichungssysteme..........c........ 73
4.1 Matrizen und Determinanten..........occcceeerrereriniieenerennnieeeererensesesesesesenenes 74
4.1.1 Grundbegriffe und spezielle Matrizen ...........cccoevveveveicrererennninecenes 74
4.1.2  Addition und Multiplikation von Matrizen .........c.ceceeeeverrererererecuenenes 77
4.1.2.1 Addition von Matrizen und Multiplikation mit einer Zahl................ 77
4.1.2.2  Multiplikation von Matrizen und inverse MatriX.........ccccovrereeeenenes 78
413 Determinante einer MatriX ........ccceeueueiiinninniniiniccceeineeeennens 81
4.1.4 Inversion einer Matrix mit Determinanten...........cccooecevvvevcnincincnnenes 86
4.2 Lineare GleiChUNGSSYSIEIME .....c.cuevrrurenerecueieiriririeaeierereineseeseaeseressesesessaesesesesens 88
42.1 Losung mit dem Gauflschen Algorithmus ......c.coeveeeeveerevrereriniccnenes 89
422 Losung mit Determinanten: Cramersche Regel...........ccccccevvurnicuncs 96
423 Inversion von Matrizen als Losung von Gleichungssystemen ........... 97
424  Kondition eines Gleichungssystems.........cocoeeurerererereerererrerenerecnenes 100
4.3 AUFZADEN ..ot 102
5  Funktionen von einer Variablen 105
5.1 GrUNAlagen....c.ccucueveureriececiereirineneticiesetetsereseesesere s esesesassesesesseseesesesesesssseneaces 106
5.2 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen..........ccccevveevevcerenrenicrcrenennn. 116
5.2.1 FOIGOM ... 116
5.2.2 Grenzwert einer FUNKHON ....cccoveveveverninccecreirenecccieieeesenecesenenes 118
5.2.2.1  Grenzwert flll X —>X( wveveeeeieeeceieieietieee e 118
5.2.2.2  Grenzwert fiir x — =% co und ASyMPLOten .....ovuveveveeerererenereeenenen. 121
5.2.3 Stetigkeit einer FUNKHON ......c.cccovrrrrerieieienceecccneneneeeeeseneneneaes 122
5.3 Elementare FUNKHONEN ......cccoviviviiiieieiiiniiicccieceeese e 123
5.3.1 Polynomfunktion .....cececeueveernneccereirinenecceieeesereeeereneneeseeeaenes 123
5.3.2 Gebrochenrationale FUNKtoNen ........cooeveveeveeereveernencccrerennenenecens 125
5.3.3 Die Exponentialfunktion .......c.cocevreeeeeerereecenrneneneneneneeeenereeeeenes 127
5.3.3.1 Definition und Eigenschaften der Exponentialfunktion .................. 128
5.3.3.2 Anwendungsbeispiele der Exponentialfunktion.........c.ceceveveeverevrenee. 131
5.3.4  Die Logarithmusfunktion .........c.ccecerrreeccrerennnerenecererenseneneseeaenes 132
5.3.5 Die Exponentialfunktion zur Basis @ ........c.cccoeeevevererernrerererccncncncncnes 133

5.3.6 Die Logarithmusfunktion zur Basis @ .......c.c.cceeeveverrereeeerereccncncncnenes 134



Inhaltsverzeichnis 9

5.4

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

6.6
6.7
6.8

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5

7.6
7.7
7.8

8.2
8.3
8.4

5.3.7  Potenz- und Wurzelfunktionen........cc.ccoevuvreivinninininincininnneininns 136
5.3.8  Trigonometrische FUnktionen.........cocoeeeeecuererninenencrcrerenneniniecnenes 139
5.3.9  ArkuSfunktionen .......cccceererereceeneirnencceereinneneeeereseeseseesenesenes 144
5.3.10  Hyperbelfunktionen.......c.ccocveeeeeeereurererinencscerernineneseeeesesesseresesesesenes 146
5.3.11  Areafunktionen........ccoocveuiiiiciiiiiniiici e 148
AUZADON. ...t 149
Differenzialrechnung mit Funktionen einer Variablen....................... 152
Einfithrung und Grundlagen ..o 152
ADbIeItUNGSTEZEIN ..o 157
Ableitung elementarer FUNKtONEN ......c.c.cueiuiivirnenenieererecccccene e 160
Berechnung von GrenZwerten .........cocovvereeeereueremeueeenererererereesesenesesesesrscsesees 161
Extrema, Kriimmung und Wendepunkte...........ccccecevvrniccreriinnneccerenneneneans 164
6.5.1 Extrema von FUnktionen ... 164
6.5.2  Krimmung einer Funktion und Wendepunkte..........ccccorrevucuenenne. 175
KUrvendiSKUSSION.......ccovvvrueuevereueieiiiirirereete et eseseeeenene 178
Anwendungsbeispiele ... 181
AUZADON. ...t s 183
Integralrechnung mit Funktionen von einer Variablen....................... 185
Einfithrung und Grundlagen ..o 185
Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung..........cccccevvvuriicucneen. 188
Grundintegrale ......cocceeueerrenicerereiririeeeeieietsereseeeesesetseseeeaesesesseseseaeaesesenes 191
Eigenschaften des INtegrals.........ccoveveeccuereirirenenieeierninirenceenerereeseseeeeseseseesenes 192
Integrationsmethoden.........ccceeuvirniccceiiinniicecce s 193
7.5.1 Partielle INte@ration .........coeeuvereeceuerernmneneiieerensesereceesesesesseseseens 193
7.52  Integration durch SubStItULION .....c.ccerurerecucrererrinenecciereieirereeenenenes 194
7.5.3 Logarithmische INtegration........c.cccoeeururerererecrereneererenesceenererennenenences 197
7.54  Integration durch Partialbruchzerlegung........c.ccccoeveverervmrirniccnnes 198
Uneigentliche Integrale.........cooviieeieinininiiieenceeeccenenenseseeesenes 200
Anwendungsbeispiele ..........ouveveruereieirirniniceeerreeeee e 203
AULGADEIN. ..ttt 206
Reihen und Reihenentwicklung von Funktionen 208
GrUNALAZEN ...ttt ettt b asesesesesesenen 210
8.1.1 Die endliche geometrische Reihe........c.coeveeeeuereirrnnenccrcrerennnineenen. 210
8.1.2  Unendliche Reihen.......cccccoceuiiiiiiiiiniiciciiccccccccces 211
Potenzreihen. ... 213
Taylorreihen, Taylorentwicklung..........ceovuveeerecrereinereneccrenennereneeesereeseseneeaes 215

Fourierreihen, Fourierentwicklung.........cocveveveeuererrinenenenccrerereinenenesceerereseenenes 222



10 Inhaltsverzeichnis
8.5 AULZADEN oo 229
9  Der n-dimensionale Raum und Raumkurven 231
9.1 Der n-dimensionale RaUM .......ccoueueuereueeciininnirerreeeeceeeeenere e 231
9.1.1 Grundbegriffe .........ccccveeiiirirniniicece e 231
9.1.2  Koordinatenim R? und R’ .cooooorrrrrrrrrrrvecccciisisecvinnnnnns 234
9.1.2.1  Polarkoordinaten im R? .........coccerurrrerrrenmrenssinnssnssensssesssesssesssesssnnses 234
9.1.2.2  Zylinderkoordinaten im R ........ccccerumrrmrrnrinsinsienssessesssesssesssennes 235
9.1.2.3  Kugelkoordinaten im R ...........coovurerenrieeriererionnsiesiesessssseesssnnenns 235
9.2 RAUMKUIVEN...ccviiiiiiiiicct s s 237
9.2.1 Tangential- und Normalenvektoren.........coceeeeecececncnennerereenenenenee 239
9.2.2  BOGENIANGE...c.itriiieeciereiririrettieiererner ettt renes 241
9.2.3 Krimmung ... 243
9.3 AUFGADEN ..o 245
10 Differenzialrechnung mit Funktionen von mehreren Variablen........ 246
10.1 Funktionen von mehreren Variablen...........cccooiivniniininiice, 246
10.2 Partielle Ableitung und partielle Differenzierbarkeit .........cccccoovviviriricnnnnnne. 249
10.3 Differenzierbarkeit, Linearisierung und Taylorentwicklung........c.ccceccvueveeee. 253
10.3.1  Differenzierbarkeit und totales Differenzial........c.ccccevvvrererevrenenene. 253
10.3.2  Ableitung nach einem Parameter .........c.cccevveveccerervnencnecerenennenes 257
10.3.3  Taylorentwicklung .........cccceeueivmnniniceereieirnicceererecceenenenens 258
10.4 Extrema von Funktionen von mehreren Variablen...........cccccccccevecnninenerennenene. 261
10.4.1  Extrema ohne Nebenbedingungen ..........cccoeveveveveeecreverrnencccnenens 262
10.4.2  Extrema mit Nebenbedingungen..........ccccevurveecereriivenencecerenennenes 272
10.5  AUGADON ..o 278
11 Integralrechnung mit Funktionen von mehreren Variablen .............. 279
11.1 BereichSintegrale .........cccovriiecreriinininiiieeieinicccerereseeseseteeesesessesesesesenes 279
11.1.1  Bereichsintegral einer Funktion von zwei Variablen....................... 279
11.1.1.1 Integration in kartesischen Koordinaten ...........coceceeeeceeevnenerereennen 281
11.1.1.2 Integration in Polarkoordinaten..........cocoeevrurerereneerererernerenenccucnenens 286
11.1.2  Bereichsintegral einer Funktion von drei Variablen............c............ 290
11.1.2.1 Integration in kartesischen Koordinaten ..........ccccocoeuvvvcniriinnuninnen 291
11.1.2.2 Integration in Zylinderkoordinaten .........c.ecoveeeeeererereerrerenccecnenens 293
11.1.2.3 Integration in Kugelkoordinaten..........c.cceerrenercvceererrinrenenccuerenennns 294
11.2 KUrvenintegrale.......ooccveueueuririniccerereiniiienieneseeseseicsesesesessesesesesesesessssasessans 296
11.3° AUGADON ..t 300



Inhaltsverzeichnis 11

12
12.1
12.2

12.3

12.4

13
13.1

13.2

13.3

Gewohnliche Differenzialgleichungen 302
Einfithrung und Grundlagen ..o 304
Gewdhnliche Differenzialgleichungen erster Ordnung..........coceeeeevveereererencnee 306
12.2.1  Separable Differenzialgleichungen: Trennung der Variablen .......... 306
12.2.2  Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung..........ccccccevvurenece. 311
12.2.2.1 Homogene lineare Differenzialgleichung erster Ordnung............... 311
12.2.2.2 Inhomogene lineare Differenzialgleichung erster Ordnung............. 312
Gewdhnliche Differenzialgleichungen zweiter Ordnung..........coeeeeceeveerenenceee 314
12.3.1 Homogene lineare Differenzialgleichungen zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten ............cocoeveviiiiiicninicnicccccines 315
12.3.2  Inhomogen lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten ........c.oovveececererrreneneceeneinnnencccrereeneneenene 319
AUZADON. ...t 324
Wahrscheinlichkeitsrechnung 326
KOMDBINATOTIK ...cevveriieiicicieietreeeeieietetr ettt be s eeneasans 327
13.1.1  Permutationen ......ccoouieueieiereiiiinenenei e nssenns 327
13.1.2 VariationeN ... ssssssasnens 329
13.1.3  KOMDINAtIONEN. c...evetrerenieciereretririeeeeierereeseseeaeiesesessesesesesesesesesseseseaces 331
13.1.4  ZUSAMMENTASSUNG...cuvurerverererriririeaerererersereestaesesessssesesescsesesesessesencaces 333
13.1.5 Aufgaben zu Abschnitt 13.1 ..c.ccccceveerervrniiicrerrriceeereeeenens 333
Zufallsexperimente und WahrscheinlichKkeit.......c.cocoveeveeecncnnnnnnceenee 334
13.2.1  ZufallseXPerimente.......cocoeueururerereeeerererrenenenrereeresesseresescseseseressesesences 334
13.2.2  Klassische Wahrscheinlichkeit nach Laplace .......ccccovevevecucrerrinenenee 335
13.2.3  Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung........ccccovvvicccrirninenace. 339
1324  Bedingte Wahrscheinlichkeit, stochastische Unabhangigkeit, totale
Wahrscheinlichkeit und Formel von Bayes..........c.cccovvevenccuereurenenc. 340
13.2.5  ZUSAMMENTASSUNG...cuvureiverererreririeaerererersereeaeeeieresessesesescaesesesessesencaces 343
13.2.6  Aufgaben zu Abschnitt 13.2 .....cccceeerervniriieriirriceeerceenens 345
Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilung.........cccceoeuvevereniicrcnenens 347
13.3.1  Diskrete Zufallsvariablen .........c.cococccererrrereneeeererernnenceenerensenenenens 348
13.3.1.1 Wabhrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungsfunktion .................. 348
13.3.1.2 Parameter einer diskreten Verteilung.........c.ccoeveerervernircncccrerennenen. 350
13.3.2  Stetige Zufallsvariablen .........ccocoveeceeervnnniicccenccceneeeenn, 352
13.3.2.1 Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichte...........c........... 352
13.3.2.2 Parameter einer stetigen Verteilung .........ceceeeeeeerererenercnececrereunenen. 354
13.3.3  Zweidimensionale stetige Zufallsvariablen..........ccccevveeevcerrurenence. 356
13.3.3.1 Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichte....................... 357
13.3.3.2 Parameter einer zweidimensionalen Zufallsvariablen ...................... 360

13.3.3.3 Summen von Zufallsvariablen ........cccoecevvveveiveinerreereeeeeereeeeseeeeens 361



12 Inhaltsverzeichnis
13.4 Spezielle Verteilungen. ......c.coovveeeeerirnininiiiereneniniiieereneesiseeesesesessesessasens 363
13.4.1  Diskrete Verteilungen ........c.cooveeeeceerernrerenieererennniniceserensnseseeecees 364
13.4.1.1 Die Binomialverteilung ...........coeeeeeeereurirerenencecrerersinenenccerenenneneneacees 364
13.4.1.2 Die hypergeometrische Verteilung.........cceceverevercercrerrnencrcncecrenenennes 366
13.4.1.3 Die PoissONVErteilung ........cccevuverereieererernininiicererenniseeeeesenensnsenes 369
13.4.2  Stetige Vertellungen .......cccccceerrrereriieerernenerinicceerersnseeeseeseseneaes 370
13.4.2.1 Die Normalverteilung ........c.coeovurererereererersirerenencererersinenesecseseressenenes 370
13.4.2.2 Die Lognormalverteilung.........cccoceeverererereeuereueuceenenenenenererereenenenenen 373
13.4.2.3 Die Exponentialverteilung.........coceeeeeeeeurrnincccrerninnneccerenennenes 375
13.4.2.4 Die Weibullverteilung..........cccooveveeieereininniniccereinncceereneereeees 377
13.4.2.5 Die t-Verteilung......cocrvereeerererrurererereerereisereresecseseseseeseseesesesesessssenes 378
13.4.2.6 Die Chi-Quadrat-Verteilung ........coceeeeeereurrrerereerererreneneneseeerereseenes 379
13.4.2.7 Die F-Verteiling......ccocovececeeerninmrnenieeererenniieceerenessesesesessenesenes 380
13.4.3  Anwendungsbeispiele in der Qualitdtssicherung.........c.ceccceeerevruncne. 381
13.44  Die zweidimensionale Normalverteilung........c.ccccceuvvrerercrcvecrenennenes 384
13.5 Grenzwertsdtze und NARerungen.......cccccoevvvereeerereinnenenecererneneneneeereneenenes 386
13.5.1  Die Binomialverteilung als Naherung fiir die hypergeometrische
Verteilung ....ccceiueveieiiiriicccreiiccceeercee e 386
13.5.2  Die Poissonverteilung als Ndherung fiir die Binomialverteilung..... 387
13.5.3  Der zentrale Grenzwertsatz und das Gesetz der grofien Zahlen....... 387
13.6 Aufgaben zu den Abschnitten 13.3 bis 13.5...c.ccevuviveviieerennnicccerenieeeees 392
14 Deskriptive Statistik 394
14.1 Einfithrung und Grundbegriffe .........ccocoeerrrniceennrenecceerececereeeenes 394
14.2 Univariate deskriptive Statistik .......cocoeueveuereeerenenenineneieencecerenenereeeeeesenenene 396
14.2.1  Haufigkeitsverteilung und grafische Darstellungen............ccceuveucee. 397
14.2.1.1 Keine Klassenbildung........cccevurererereceerereurirnencreerereisenereseeeeseresenes 397
14.2.1.2 Klassenbildung .......coceeuevevereueeineinnnrrreeeeeeeeeceneseseseeeenenenen 398
1422 Mafzahlen ... 402
14.2.2.1 Lagemaflzahlen.......cccocoececeereinininiiiceirirnicceieenccereneneeeees 402
14.2.2.2 Streuungsmaflzahlen ........ccocvvrereriecreiennenccceenneneeeee e 406
14.2.2.3 Konzentrationsmaf3zahl: Gini-Koeffizient........cococceevvrerereeccrerrenenes 407
14.3 Bivariate deskriptive StatistiK ........cocovureruruerereerencnerinrireeeeeccereseseseseeeeenee 410
14.3.1  Haufigkeitstabellen und grafische Darstellungen ..........c.ccceeceuevennene. 410
14.3.2  Maf3zahlen ... 413
144 AULZADEIN ..ttt en 415
15 SchlieBende Statistik 416
15.1 Einfithrung und Grundbegriffe ..........cocooveieerninnninicciirciceerccenes 416



Inhaltsverzeichnis 13

15.2

15.3

16
16.1

16.2

17
17.1

Schitzen von Parametern .........cceicuiceiiiciniicc s 417
152.1  Eigenschaften von Schitzfunktionen..........cocecccceevevvrnicccrerrenencace. 418
15.2.2  Maximum-Likelih00d-Schatzung ..........coeeeeerereirnrnencccrerenineenees 420
15.2.3  Konfidenzintervalle ........ccccovrneeerernnineneneeieieinereneceneseneeseseseeenens 422
152.4  Aufgaben zu Abschnitt 15.2 ......ccccceereiviriniiicriirriieeeesecenenens 430
StatistiSChe TESES ......vvurueiiiciiicic e 432
15.3.1  Einfithrung, Grundbegriffe und Vorgehensweise bei Tests.............. 432
15.3.2  Spezielle Parametertests .......oooveveveuerererrurenereruereusereresecsesesensesesecaens 443
15.3.2.1 Test fiir den Erwartungswert einer normalverteilten Grofie ............ 443
15.3.2.2 Test fiir die Varianz einer normalverteilten Grof3e..........cccoeuvuruneee. 444
15.3.2.3 Test fiir den Erwartungswert einer beliebig verteilten Grofe........... 444
15.3.2.4 Test fiir den Parameter p einer binomialverteilten Gréfie................ 445
15.3.2.5 Test fiir den Vergleich der Erwartungswerte zweier Grofien............ 447
15.3.2.6 Test fur den Vergleich der Varianzen zweier normalverteilter

GIOBEI ettt ettt et seaas 448
15.3.2.7 Test fur den Vergleich der Parameter zweier binomialverteilter

GIOBOIL coovveeeiereitrtceere et eaees 449
15.3.2.8 Test fur den Korrelationskoeffizienten einer zweidimensionalen

NOIrmalverteiling ........cceeveererereecuererninenerereiereeeenereseesesesesssseseeaees 449
15.3.3  Der Chi-Quadrat-Anpassungstest .........cceerereeuererereurererescmerereesesenens 451
15.3.4  Unabhingigkeits- und Homogenitatstests.........cceveururereccecrerrururencs 454
15.3.4.1 Der Chi-Quadrat-Unabhidngigkeitstest........c.cccoerererrrriercerereurerencs 454
15.3.4.2 Der Chi-Quadrat-HOmOZENItAtStESt .....ovvererureererereererereeaerererrererenens 456
153.5 Der Mann-Whitney-WilcoXOn-Test ......c.ceeevrruerererrererererererererrerencaee 457
153.6  Aufgaben zu Abschnitt 15.3 ......cccoceeririnniiiererrniiceeerecenenens 459
Lineare Optimierung 463
Grafische Losung und Simplex-Algorithmus .........coceeveveeeererennencrcccrenennenes 463
16.1.1  Grafische LOSUNG ...c.ccveuerririririiiererereiccetenenenseseeseeenesenssseseaees 465
16.1.2  Der Simplex-Algorithmus........cccccceveverrirniccererinnnniceeneneeenene 467
16.1.3  SONEITAILE c..ecviviriiececicieieerereeceiete ettt se s eaeee 476
16.1.4 Zusammenfassung des Simplex-Algorithmus.........covevecucecrerrerenence 484
16.1.5 Aufgaben zu Abschnitt 16.1 .....cccccoeuererimrinineiieriirrniccerereseeeeene 486
TransSpOrtProObIEME ...cccovvieueveueicieiciirtrrerr ettt sees 487
16.2.1  Die Struktur von Transportproblemen .........c.cocoeeurerererervcrerereunenen. 487
16.2.2  Der Transportalgorithmus........ccceceeevevereeeccninnnnneeercceceeneens 491
16.2.3  Aufgaben zu Abschnitt 16.2 .......ccoceerervveviiceriirrriiceenerecenenens 495
Mathematik mit dem Computer 497

EINTURIUNG. c. vttt ettt et aes 497



14 Inhaltsverzeichnis
17.2 Losung mathematischer Probleme mit Maple.........cccoceeivvnnccccrennnencnees 503
17.2.1  EINfURIUNG...cuiiiieiiiccccrcir e 503
17.2.2  LOSUNGSDeISPIEle....c.ouruiiuiucrereiririreericieieieierireceereseteeseseesieiesesenees 505
17.2.2.1 Losen von Gleichungen..........coovvevececueurernenecceerennineneccsenenneseneacees 505
17.2.2.2 Rechnen mit komplexen Zahlen.........cccceeeeeinnnnnnneeeccccncnes 507
17.2.2.3 Vektoren, Matrizen, lineare Gleichungssysteme ...........cccoevevueuenenee. 509
17.2.2.4 FunktionsSgraphen ........ccccccceeevennrirenereeneeencceieeeseeeeeeeeenenenenenenes 512
17.2.2.5 DifferenzialreChnung ......cccceovvvererecerereirnnencceererneneeeeeseneneenes 514
17.2.2.6 IntegralreChnung..........coceeceeeivivininicceeennncceneeeeseenenns 515
17.2.2.7 Summen, unendliche Reihen und Reihenentwicklung von
FUNKHONEN w.cvvtiicecicreiririeccieieetseseseesesese et seseeaesese s sseseensaesesenes 517
17.2.2.8 GIENZWEITE....ueiiviriiniitiiiitiic s 518
17.2.2.9 Differenzialgleichungen ..........ceovvevieeereieirniniccerennneneeeenenennans 518
17.2.2.10 Wahrscheinlichkeitsrechnung..........cccccceeveirncccccreinnnncicenennene 518
17.2.2.11 Lineare OPtimIeIUNG.......ccccvueueririiueininieiniiieitereesseeesesesessssessssenens 520
A  Losungen der Aufgaben 521
B  Statistik-Tabellen 568
B.1 Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung...........coceeeecuevererrencncucnes 568
B.2  Quantile der t-Verteilung .........ccccoevrreiiererenniniieeeneneeeseenenseseeseesenes 569
B.3 Quantile der Chi-Quadrat-Verteilung .........ccccovveeeecerernnnniiceennrniecenes 570
B.4  Quantile der F-Verteilung........cocoeeueururerenrerereusinirineeerereineneneeeesesessesesesescsesenes 572
B.5 Werte fiir den Mann-Whitney-WilcoXon-Test ........cccoeeururerererecrererereurenencacnes 588
Literaturverzeichnis 590

Sachwortverzeichnis 593




1 Grundlagen

1.1 Aussagen

Mathematik besteht aus Aussagen und logischem Schliefen und basiert damit auf der
Aussagenlogik.

Eine Aussage ist eine Behauptung, die entweder wahr oder falsch ist.

Entscheidend ist nicht, dass man feststellen kann, ob die Behauptung wahr oder
falsch ist, sondern dass feststeht, dass sie genau eines von beiden ist. Aussagen werden
durch Zeichen (hier: Groflbuchstaben) dargestellt. Diese Zeichen als Platzhalter fir
Aussagen heiffen Aussagevariablen. Jede Aussage besitzt also genau einen der zwei
Wahrheitswerte ,,wahr oder ,,falsch“. Der Wahrheitswert ,,wahr* wird durch die 1,
der Wahrheitswert ,,falsch® durch die 0 dargestellt. Im folgenden Beispiel handelt es
sich bei der Behauptung C nicht um eine Aussage. Die Behauptung B ist eine Aussage,
auch wenn der Wahrheitswert sich vielleicht niemals feststellen lasst. Die Behauptung
A ist eine (falsche) Aussage.

Beispiel 1.1

a) A:Die Zahl mist eine rationale Zahl.

b) B:In anderen Galaxien (auflerhalb der Milchstraf3e) gibt es Lebewesen.

c) C:Mathematik ist das schonste Fach im Studium Wirtschaftsingenieurwesen.

Aussagenoperationen bzw. Aussagenverkniipfung machen aus einer Aussage eine
neue Aussage bzw. verkniipfen zwei Aussagen zu einer neuen Aussage. Die elemen-
tarsten Aussagenoperationen und Aussagenverkniipfungen sind die folgenden:

Negation: A »hicht A“
Konjunktion: AAB »A und B¢
Disjunktion: AvB »A oder B¢
Implikation: A=B »aus A folgt B

Diese Aussagenoperation und Aussagenverkniipfungen lassen sich dadurch definie-
ren, dass man fiir alle moglichen Wahrheitswerte von A bzw. von A und B angibt,
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welchen Wahrheitswert die neue Aussage haben soll. Dies geschieht in einer Wahr-

heitstabelle:
A B A AAB | AVB | A=B
0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0
1 1 0 1 1 1

Vielleicht nicht intuitiv unmittelbar einleuchtend sind die ersten zwei Werte in der
Definition der Implikation. Intuitiv einsehbar ist jedoch die Gleichwertigkeit der
Aussage ,,Wenn A gilt, dann gilt auch B“ mit der Aussage ,,Wenn B nicht gilt, dann
gilt auch A nicht®. Diese Gleichwertigkeit von A= B mit B= A lasst sich mit der
Wabhrheitstabelle zeigen:

A B A=B B A B=A
0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1

Fiir jede mogliche Kombination der Wahrheitswerte von A und B hat die Aussage

A= B immer den gleichen Wahrheitswert wie die Aussage B=> A . Wire der erste
Wert in der Definition der Implikation 0 statt 1, so wére diese Gleichwertigkeit nicht
mehr gegeben. In der folgenden Tabelle werden zwei weitere Verkniipfungen, die
Aquivalenz A< B und das ausschlieflende Oder A v, B (,entweder oder®, ,exclusi-

ve or“) definiert:

A B Av,B | AB
0 0 0 1
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Fiir diese Verkntipfungen gilt:

A B=(A=B)A(B= A)
Av,B=(AAB)V(AAB)

Das Gleichheitszeichen ist so zu verstehen, dass fir alle moglichen Kombinationen
der Wahrheitswerte der eingehenden Aussagenvariablen die Aussagen links und
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rechts des Gleichheitszeichens immer den gleichen Wahrheitswert haben. In diesem
Sinne gelten auch die folgenden Gleichungen, die sich mit Wahrheitstabellen leicht
beweisen lassen:

AAB=AVB (1.1)
AVvB=AAB (1.2)
AV(BAC)=(AVB)A(AVC)
AA(BVC)=(AAB)V(AAC)

Eine Gleichheit zweier Aussagen wie z.B. A= B=B=> A kommt auch dadurch zum
Ausdruck, dass die Aquivalenz der beiden Aussagen immer wahr ist. Man nennt dies
auch eine Tautologie:

A B A=B | B=>A | (A=>B) < (B=A)
0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Die Gleichheit A= B=B= A findet Verwendung beim indirekten Beweis. Statt aus
einer wahren Aussage A eine Aussage B zu folgern nimmt man an, dass B nicht gilt
und schlief}t daraus, dass dann auch A nicht gilt.

Beispiel 1.2 Indirekter Beweis

Wir beweisen, dass \/5 keine rationale Zahl ist. Wire \/5 eine rationale Zahl, so lief3e sich

\E als Quotient teilerfremder natiirlicher Zahlen darstellen. Es soll nun bewiesen werden,
dass dies nicht moglich ist.

A: pund q teilerfremde natiirliche Zahlen
B: \/E ¢£
q

Statt der Folgerung A=> B erfolgt beim indirekten Beweis die Folgerung B => A.

2
B. _p _P 2 _~ 2 2 A
B: \/__; = Z—q—2 = p°=2q° = p° gerade = pgerade = p=2p
= pi=4p’* = 2¢° =4p”* = q* =2p"* = ¢ gerade = qgerade = q=2q’
= pund g besitzen den gemeinsamen Teiler2 = A .
In der Mathematik nennt man Aussagen, die als wahr betrachtet, jedoch nicht herge-

leitet werden, Axiome. Ersetzt man in einer Aussage A eine Konstante durch die Vari-
able x, so entsteht eine Aussageform A(x).
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Beispiel 1.3 Aussageform

Ersetzt man in der wahren Aussage A: 3? +4% =5 die Zahl 2 durch eine Variable x, so
entsteht die Aussageform A(x):3" +4* =5". Diese Aussageform ist wahr fiir x=2 und
falsch fiir alle anderen Zahlen x.

Erginzt man eine Aussageform A(x) zu einer der folgenden Aussagen

e A(x) fiiralle x
* Esexistiert mindestens ein x mit der Eigenschaft A(x)

so erhilt man wieder Aussagen. Diese Ergédnzungen heiflen Quantoren. Besonders
wichtig sind die zwei genannten Quantoren:

o .Vx »... fur alle x“
e Jx|.. »Es existiert (mindestens) ein x mit der Eigenschaft ...“

Beispiel 1.4 Quantoren
Die Aussage 3" +4” =5" Vx ist eine falsche Aussage.

Die Aussage E|x|3x +4% =5" ist eine wahre Aussage.

1.2 Mengen

Wir betrachten bestimmte, unterscheidbare Objekte, die durch eine Zugehdorigkeit
zu einer so genannten Grundmenge, gekennzeichnet sind: Alle Objekte gehoren
zur Grundmenge G.

Eine Menge M ist ein Objekt mit folgender Eigenschaft: Bestimmte Elemente aus
der Grundmenge gehoren zu M, alle anderen Elemente nicht.

Die Menge, zu der kein Element gehort, heifdt leere Menge. Mengen werden i.d.R. mit
GrofSbuchstaben, Elemente mit Kleinbuchstaben dargestellt. Zur Beschreibung einer
Menge werden die Elemente in geschweiften Klammern aufgezahlt oder mit Hilfe von
Aussageformen beschrieben:

a) Aufzdhlung der Elemente M={a,,a,,...}
b) Beschreibung mit Hilfe von Aussageformen M ={x|A(x)}

Die leere Menge wird mit dem Symbol { } oder & bezeichnet. Fir die Zugehorigkeit

eines Elementes a zu einer Menge M verwendet man folgende Schreib- bzw. Sprech-
weisen:
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Zugehorigkeit: ae M »a ist Element von M“
Keine Zugehorigkeit: ag M »a ist nicht Element von M*

Die Aussagen Ac B und A=B haben folgende Bedeutung:

AcB&xe B Vxe A A ist Teilmenge von B
A=B& (AcBABCA) Gleichheit von A und B

Mengen werden haufig mit Euler-Venn-Diagrammen anschaulich dargestellt.

Bild 1.1 Euler-Venn-Diagramme

Die folgenden Mengenoperationen werden jeweils durch ein Euler-Venn-Diagramm
veranschaulicht.

Schnittmenge AnB={x|xe Axxe B}  Vereinigungsmenge
AUB={x|xe Av xe B}

Bild 1.2 Bild 1.3
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Differenzmenge A\B={x|xe Anxe B} Komplement A={x|x¢ A}

Bild 1.4

2|

Bild 1.5

Fiir die Mengenoperationen gelten folgende Gesetze:

Kommutativgesetze

Assoziativgesetze
Distributivgesetze
Neutralitdit

Komplementaritdt

De Morgansche Regeln

ANB=BNA

AUB=BUA
AN(BNC)=(ANnB)NC
AU(BUC)=(AUB)UC
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AULCQC)
ANG=A

Auf{l=A

ANnA={}

AUA=G

6=}

Unter einer Produktmenge Ax B zweier Mengen A und B versteht man die Menge

AxB={(a,b)|ac Anbe B}

Beispiel 1.5 R* ={(x, y)|xe RA ye R}

Entsprechend sind Produktmengen mehrerer Mengen definiert:

My XM, X.. XM, ={(x;,...,x

DX EM A AXx, €M}

Beispiel 1.6 R" ={(x,,...x,)|x},....x, € R}
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1.3 Abbildungen und Verkniipfungen

Bei einer Menge M c Dx B mit den zwei Eigenschaften

1. Zujedem xe D gibtesein ye B mit (x,y)e M .
2. Furalle xe D und y,ze B gilt: (x,y)e MA(x,2)e M= y=z

spricht man von einer Abbildung der Menge D auf die Menge B.
Schreibweise: D— B

Bei einer Abbildung D — B ist jedem Element von D genau ein Element von B zuge-
ordnet. Sind D und B Teilmengen der reellen Zahlen, so spricht man von einer Funk-
tion. Die Gleichung y= f(x), die angibt, welche Zahl ye B einer Zahl xe D zuge-

ordnet wird, heiflt Funktionsgleichung.

Beispiel 1.7 D={x|-1<x<1}, B=R, M={(x,y)|xe DA y=y1-x7}
Jedem xe D ist genau ein ye B zugeordnet. Es liegt eine Abbildung vor. Die Funktions-

gleichung lautet )/Zf(x)Z\ll—x2 .

Beispiel 1.8 D={x|-1<x<1}, B=R, M={(x,y)|xe DAx* + y*> =1}
Es handelt sich nicht um eine Abbildung, da jedem xe]-1,1[cD die zwei Elemente

y=tyl-x * zugeordnet sind.

Eine Abbildung M, xM, — M,, die jedem Element (a,b)e M, xM, ein Element
aobe M, zuordnet, heif3t Verkniipfung.

Beispiel 1.9 Das Vektorprodukt

R*xR® 5R®  d,b—axb
a=(a,,a,,a;), b=(b;,b,,b;)

axb=(ayb, —asb,,asb, —a,bs,a,b, —a,b,)

Fiir Verkntipfungen Mx M — M wird Folgendes definiert:

Die Verkniipfung heif3t assoziativ, wenn ao(boc)=(aob)oc Va,b,ce M .
Die Verkntipfung heiflt kommutativ, wenn aob=boa Ya,be M.
e heif3t neutrales Element, wenn aoe=eoa=a Yae M .

a”! heif3t das zu a inverse Element, wenn acal=aloa=e.
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Beispiel 1.10 Addition reeller Zahlen

Die Verkniipfung + (Addition) fiir reelle Zahlen ist assoziativ und kommutativ. Das neu-
trale Element ist die Zahl 0, das zu einer Zahl a inverse Element ist die Zahl —a.

Beispiel 1.11 Vektorprodukt

Das in Beispiel 1.8 aufgefithrte Vektorprodukt ist weder assoziativ noch kommutativ. Es
gibt kein neutrales und damit auch kein inverses Element.

Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung o und folgenden Eigenschaften:

* Die Verkntpfung ist assoziativ.
* Esexistiert ein neutrales Element.
* Zujedem ae G existiert ein inverses Element.

Eine Gruppe mit einer kommutativen Verkniipfung heifdt kommutative Gruppe.

Beispiel 1.12
Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet mit der Addition + eine kommutative Gruppe.

Ein Korper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und - und folgenden Eigen-
schaften (e ist das neutrale Element der Verkniipfungen + ):

* Kbildet mit der Verkniipfung + eine kommutative Gruppe.
* K\{e"} bildet mit der Verkniipfung - eine kommutative Gruppe.
* Esgilt das Distributivgesetz: x-(y+z)=x- y+x-z Vx,y,ze K.

Beispiel 1.13

Die Menge Q der rationalen Zahlen bildet mit der Addition + und der Multiplikation - ei-
nen Korper.

1.4 Die reellen Zahlen und Teilmengen der reellen Zahlen

1.4.1 Eigenschaften der reellen Zahlen

Bei der Einfithrung von Zahlenmengen beginnt man hiufig mit der Menge N der
natiirlichen Zahlen. Nach der Erklarung der Addition und Multiplikation stellt man
fest, dass nicht alle Gleichungen, die mit diesen Verkniipfungen gebildet werden
konnen, eine Losung besitzen. Die Forderung der Losbarkeit von Gleichungen und
der Existenz von inversen Elementen fiihrt zu einer Erweiterung der Zahlenmenge
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iber die Menge Z der ganzen Zahlen und die Menge Q der rationalen Zahlen
schliefllich zu der Menge R der reellen Zahlen.

Beispiel fiir Gleichungen,
Zahl M Nicht existent in M
L CEeage diein M nichtlésbar sind reht existentin
Natiirliche Zahlen N 34 x=2 Inverse Elemente fiir Addition
2 B Inverse Elemente fiir Multiplikation
G Zahlen Z
anee f . 3-x=2 Inverse Elemente fiir Multiplikation
Rationale Zahlen Q
x-x=2
|
Reelle Zahlen R xX-x=-2

Dieser Weg von den natiirlichen zu den reellen Zahlen soll hier nicht nachvollzogen
werden. Stattdessen sollen hier die Ergebnisse dargestellt werden: Die grundlegenden
Eigenschaften der reellen Zahlen, aus denen alle weiteren Eigenschaften gefolgert
werden kénnen. Da diese Eigenschaften auch dazu verwendet werden, die reellen
Zahlen axiomatisch einzufiihren, heiflen sie Axiome der reellen Zahlen.

Korperaxiom

Es gibt zwei Verkniipfungen + (Addition) und - (Multiplikation) mit folgender
Eigenschaft: Die Menge R der reellen Zahlen bilden mit den Verkniipfungen +
und - einen Korper.

Das neutrale Element der Addition bzw. Multiplikation ist die Zahl 0 bzw. 1. Das zu
einer Zahl ae R inverse Element bez. Addition bzw. Multiplikation wird mit —a bzw.

mit a' bezeichnet. Mit den inversen Elementen definiert man die Subtraktion und
Division:

Subtraktion: a—b=a+(-b) Division: %: a-b!

Anordnungsaxiome

Es gibt eine Teilmenge M cR (positive Zahlen) mit folgenden Eigenschaften:

1. Firjede Zahl ac R gilt genau eine der drei Aussagen:
aeM , a=0, —aec M

2. ae M Abe M=a+be M
3. ae M Abe M=a-be M



24 1 Grundlagen

Fiir ae M schreibt man a>0. Der Ausdruck a>b bzw. a<b bedeutet a—b>0 bzw.
b—a>0.Die Aussage a=b bzw. a<b istdquivalentzu a>bva=b bzw. a<bva=b.

Die Menge M wird auch mit R* bezeichnet. Die Kérper- und Anordnungsaxiome
beinhalten die bekannten Rechenregeln fiir das Rechnen mit reellen Zahlen.

Vollstindigkeitsaxiom

Eine Menge M heif3t nach oben beschrinkt bzw. nach unten beschrdnkt, wenn es eine
Zahl a gibt (obere Schranke bzw. untere Schranke) mit x<a Vxe M bzw.
x=a Vxe M. Die kleinste obere bzw. grofite untere Schranke einer Menge M heifst
Supremum bzw. Infimum der Menge M und wird mit supM bzw. inf M bezeichnet.

Gehort das Supremum bzw. Infimum zur Menge M, so wird es Maximum bzw. Mi-
nimum der Menge M genannt und mit maxM bzw. minM bezeichnet. Das Voll-
stindigkeitsaxiom lautet:

Jede nichtleere, nach oben beschrankte Menge M — R besitzt ein Supremum a€ R.
Das Vollstindigkeitsaxiom kann auch folgendermaflen formuliert werden:

Fiir jede Zerlegung der Menge R in zwei nichtleere Teilmengen AcR und BcR
mit den zwei Eigenschaften (,,Dedekindscher Schnitt®)

1. AuB=R
2. x<y VxeA,yeB

gibt es genau eine ,, Trennungszahl“ te R mit

x<t<y Vxe A,yeB

Fiir die Menge der rationalen Zahlen gilt das Vollstandigkeitsaxiom nicht. Um dies zu
sehen, zerlegen wir die Menge Q in die Mengen

A={xe Q|x232vx<0} und B={xe¢D|x2 >2Ax>0}.
Fiir diese Zerlegung gilt:

AUB=Q und x<y Vxe A,yeB.
Fir die ,, Trennungszahl“ ¢ = J2 gilt:

x<t<y Vxe A,yeB

Diese Zahl gehort weder zu A noch zu B (s. Beispiel 1.2). Sie liegt ,,zwischen“ den
Mengen A und B. Auf der Zahlengeraden gibt es einen Punkt, der weder zu A noch zu
B gehort. Die Menge der Punkte auf der Zahlengeraden, welche rationale Zahlen dar-
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stellen, hat ,,Liicken®. Das Vollstandigkeitsaxiom driickt aus, dass die reellen Zahlen
im Gegensatz zu den rationalen Zahlen ein ,liickenloses Kontinuum* bilden: Jeder
reellen Zahl entspricht ein Punkt auf der Zahlengeraden und umgekehrt. Es gibt kei-
nen Punkt auf der Zahlengeraden, der keine reelle Zahl darstellt.

1.4.2 Wichtige Teilmengen der reellen Zahlen

Natiirliche Zahlen N=1{1,2,3,..} N;={0,1,23,...}
Ganze Zahlen Z={x|xeNv-xeNvx=0}
Rationale Zahlen Q={x|x=p/q,pe Z,qe N}
Positive reelle Zahlen R* ={xeR|x>0}

Ry ={xeR|x=0}=R" U{0}

Intervalle

[a,o[={xe R|x>a} la,o[={xe R|x>a}
]—oo,al={xe R|x<a} |—oo,al={xe R|x <a}
[a,b]={xe R|a<x<b} la,bl={xe R|a<x<b}
[a,b[={xe R|a<x<b} la,b]={xe R|a<x<b}

¢-Umgebungen

In der Analysis werden hiufig sog. €-Umgebungen betrachtet. Darunter versteht
man die folgenden Mengen:

€ -Umgebungen U, (x,) von x:
Ug(xy)=1{x|x, —e<x<xy +€}=]x, —&,x, +¢€
Punktierte € -Umgebungen U (x,) von x;:

Ug(x0)=U, (xo)\{xo}=lxg —&,x0[ U Ixg,x, +€]

1.5 Summen, Produkte und vollstandige Induktion

Fiir Summen und Produkte von # Zahlen werden folgende Schreibweisen verwendet:

n n
a1+a2+...+an=2ak a1~a2~...~an=| Iak
k=1 k=1
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Das Summen- bzw. Produktzeichen X bzw. IT kann auch mehrfach verwendet wer-
den. Fiir die Summe bzw. das Produkt der mn Zahlen

4 dp o Ay
. Ay " Oy
Am Ao An

schreibt man

n m
Zzaik =a;, +a, +...+a,, +...+a,, +a,, +...+a,, bzw.
k=1 i=1

n m
I I I Iaik =ap A ey e Ay Ay e Ay

k=1 i=1

Wir schreiben die Summe

n
sn:Zk=1+2+...+(n—1)+n
k=1

zweimal mit verschiedener Reihenfolge der Summanden auf.

S, = 1 + 2 +

+ (n-1) + n
s = n + (n-1) + ... + 2 + 1
+

2s (n+1) + (n+1) +

(n+1) + (n+1)

n

Wir addieren die zwei Reihen und erhalten 2s, =n(n+1) . Es gilt also

S, :Zkzén(n+l)
k=1

Dieses Ergebnis lasst sich auch auf eine andere Weise herleiten. Dazu betrachtet man
eine Aussageform A(n) mit ne N . Will man beweisen, dass A(n) fiir alle ne N gilt, so

muss man zeigen, dass A(n)fir n=1 gilt und dass aus der Giiltigkeit von A(n) die
Giiltigkeit von A(n+1) folgt. Dieses Verfahren heift Beweis durch vollstindige In-
duktion.

Beweis durch volistandige Induktion

Zu beweisen: A(n)VneN
1. Schritt: A1)
2. Schritt: An)= A(n+1)
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Beispiel 1.14

Zu beweisen: A(n):s, =Zk=%n(n+1)
k=1
: 1
1. Schritt: Al):s, =Zk=1=—1~2
k=1 2
2. Schritt: A(n):s, =Zk=ln(n+1)
k=1 2
n+l n 1
:Zkz[ij+(n+l)=En(n+1)+(n+1)
k=1 k=1

Z%(n(n+l)+2(n+1))=%(n+1)(n+2):>A(n+l)

Durch vollstindige Induktion ldsst sich auch der folgende Satz beweisen:

Binomischer Lehrsatz

@+b)" = " s |l | " e | a0 (1.3)
0 1 n—1 n

_ - n n—kbk
>k

n

In (1.3) treten die Binomialkoeffizienten (gj,(?j,,(nj auf. Um die Definition der

Binomialkoeffizienten angeben zu kénnen, miissen wir die Fakultit n! einer Zahl
neN, definieren:

n!=1-2-...-(n—1)-n fiir neN (1.4)

0l=1 (1.5)

Der Binomialkoeffizient (ZJ wird nun folgendermafien definiert:

n n! q
(’sz mit n,ke Ny und k<n (1.6)
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n
Binomialkoeffizienten (kj kann man auch aus dem ,,Pascal-Dreieck® ablesen:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Fiir die Binomialkoeffizienten gelten folgende Beziehungen, deren Giltigkeit man am
Pascalschen Dreieck erkennt und mit (1.6) leicht beweisen kann.

n n
() a

n n
1 :n:(n—lj (9

n n
k :(n—kj (19)

Aus dem Binomischen Lehrsatz erhilt man z.B. die Formeln:

(a+b)* =a* +2ab+b*
(a+b)® =a® +3a’b+3ab* +b°
(a+b)* =a* +4a°b+6a*b? +4ab® +b*
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1.6 Aufgaben

I Aufgabe 1.1

Beweisen Sie mit Hilfe von Wahrheitstabellen die De Morganschen Regeln (1.1)
und (1.2) der Aussagenlogik.

I Aufgabe 1.2

Zeigen Sie: Wahlt man bei der Definition der Implikation in der Wahrheitstabelle
die ersten zwei Werte anders, als dies in Abschnitt 1.1 geschehen ist, so gilt entwe-
der die Gleichheit A= B=B=A nicht mehr oder man erhilt die Gleichheit
A=B=B=A.

I Aufgabe 1.3

Beweisen Sie indirekt, dass \/5 keine rationale Zahl ist. Hinweis: Das Produkt

zweier ganzer Zahlen ist genau dann durch 3 teilbar, wenn mindestens ein Faktor
durch 3 teilbar ist.

I Aufgabe 1.4

Zeigen Sie, dass folgende Gleichung gilt:

LAY

|Aufgabe 1.5

Beweisen Sie durch vollstindige Induktion die folgenden Formeln:

a) Zn:kz Z%n(n +1)(2n+1)
k=1

b) Zk3 =lnz(n+1)2
k=1 4

n—1 n
l1-q
9 St =it
k=0 1-q
- 1 n
d =
) kZ:‘k(kﬂ) n+l

e) (I1+x)"=1+nx fir x>-1



